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LIBER SECUNDUS. 


CAPUT PRIMUM. 

DE LINEIS CURVIS IN GENERE. 

i.Quoniam quantitas variabilis eft magnitudo in genere Tab. I. 
conliderata omnes quantitates determinatas in fe compledens, Fig . i. 
in Geometria hujufmodi quantitas variabilis convenientiffime 
reprsfentabitur per lineam re&am indefinitam RS. Cum enim 
in linea indefinita magnitudinem quamcunque determinaram 
abfeindere liceat , ea pariter ac quantitas variabilis eandem 
quantitatis ideam menti offert. Primum igitur , in linea in- 
definita RS pun&iim affumi debet A, unde magnitudines 
determinata: abfcindendx initium fumere cenfeantur ; ficque 
portio determinata AP repraefentabit valorem determinatum 
in quantitate variabili comprehenfum. 

2. Sit igitur x quantitas variabilis , qux per re&am inde- 

A 2 
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4 DE LINEIS CURVIS 

Lib. II. finitam R S repraefentetur , atque manifeftum eft omnes valores 
* determinatos ipfius x , qui quidem fint reales , per portiones 

in refla RS abfeindendas reprtefentari pofte. Silicet , fi punc- 
tum P in ipfo punflo A capiatur , intervallum A P evanefeens 
exhibebit valorem x = o; quo magis autem punflum P ab 
A removetur , eo major valor determinatus ipfius x intervallo 
A P reprxfentabitur. 

Vocantur autem hsc intervalla A P , Abscissze. 

Atque ideo Abfcifta: exhibent' variabilis x valores deter- 
minatos. 

3. Quia vero refla RS indefinita utrinque ab A in infini- 
tum excurrit , utrinque etiam omnes ipfius x valores abfeindi 
poterunt. Quod fi autem valores affirmativos ipfius x ab A 
dextrorfum progrediendo abfcindanuis , intervalla Ap finifiror- 
fum abfciifa valores ipfius x negativos exhibebunt. Cum enim, 
quo longius punflum P dextrorfum ab yl diftat , intervallum 
AP eo majorem valorem ipfius x fignificet ; fic viciffim, quo 
magis punflum P finiftrorfum removetur , eo magis valor ip- 
fius x diminuetur ; atque , fi P ad A perveniat , omnino fiet 
x=o. Hanc ob rem fi P ulterius finifirorfum removeatur , 
valores ipfius x nihilo minores , hoc eft negativi, denotabuntur , 
atque ideo intervalla Ap ah A finiftrorfum abfciila valores ip- 
fius x negativos exhibebunt , fi quidem intervalla A P dextror- 
fum fumta valores affirmativos p rabe re fenfeantur. Arbitra- 
rium autem eft utra plaga ad valores affirmativos ipfius x de- 
fignandos eligatur : fernper enim oppofita \ alores ipfius x ne- 
gativos continebit. 

Tab. I. 4. Cum igitur linea refla indefinita quantitatem variabilem 
E‘S- i* x exhibeat , videamus quomodo Funflio ipfius x quacunque 
quam - commodiflime geometrice reprafentari queat. Sit y 
Funflio quacunque ipfius x ; qua ergo valorem detemina— 
tum induat , fi pro x valor determinatus fubftituatur. Suni- 
ta refla indefinita RAS ad valores ipfius x denotandos T cui- 
libet valori ipfius x determinato AP normaliter applicetur 
refla P M valori ipfius y refponduiti squalis. Scilicet , ft 
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Valor Ipfius y prodeat affirmativus , is fupra redam RS confli- C a?. I. 
tuatur, fin autem valor ipfius y negativus oriatur, is infra rec- * 

tam RS normaliter applicetur. Sumtis enim valoribus ipfius 
y affirmativis fupra redam RS , evanefcentes in ipfam RS & 
negativi infra eam cadent. 

5. Figura ergo ejufmodi Fundionem ipfius x, proy exhi- 
bet , qu® , polito x = o , induat valorem affirmativum = AB , 
fin capiatur x = AP , fit y = PAI; fi x = AD , fit y = 0 , 

& , fi fumatur x = AP , Fundio y accipit valorem negativum , 
ideoque normaliter applicata PM infra redam RS cadit. Si- 
mili modo valores ipfius y, qui valoribus negativis ipfius a: 
refpondent , reprsfentantur per applicatas fupra RS pofitas, 
fi fint affirmativi ; contra autem infra redam RS conflitui de- 
bent , ut pni: fin autem , pro quopiam ipfius x valore , ut — 
x = AE,fiat y = o, tum ibi longitudo Applicata evanefeit. 

6 . Si igitur hoc modo pro omnibus valoribus determinatis 
ipfius x definiantur valores ipfius y refpondentes , ad fingula 
reda RS punda P conflituentur reda normaliter applicata 
PM valores Fundionis y exprimentes, harumque Applicata- 
rum PM alteri termini P in redam RS incident , alteri vero 
AI vel fupra RS erunt pofiti , fi valores ipfius y fuerint affir- 
mativi ; vel infra , fi fint negativi ; vel etiam in ipfam redam 
RS incident , fi evanefeant, uti evenit in pundis D & E. Sin- 
gulsergo Applicatarum extremitates AI repraefentabunt lineam 
quampiam , five redam , five curvam ; quas igitur hoc modo 
per Fundionem y determinabitur. Quare , quaslibet ipfius x 
Fundio , hoc modo ad Geometriam tranfiatfl , certam deter- 
minabit lineam , five redam five curvam , cujus natura a natur» 
Fundionis y pendebit. 

7. Hoc autem modo linea cuna, qu® ex Fundione y re— 
fultat,perfedecognofcitur; quoniam omnia ejus punda ex Fune- 
tione y determinantur ; in fingulis enim pundis P conflat lon- 
gitudo Applicat® normalis PM , cujus extremum pundum M 
in linea cuna fit pofitum , ficque omnia line® curv® pund» 
juveni umor. Quomodocumque autem linea curva fuerit conv- 
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Im II. parata , cx ejus lingulis pundis rcds noimalcs ad regiam RS 
duci poffiint , ficque obtinentur intervalla AP , qus valores 
variabilis x exhibent , & longitudines Applicatarum PM , 
quae valores Fundionis y reprsfentant. Hinc nullum curvae - 
extabit pundum , quod non hac ratione per Functionem y de- 
finiatur, 

8. Quanqnam complures lines curvae per motum pundi 
continuum mechanice deferibi poliunt , quo paclo tota linea 
curva fimul oculis offertur, tamen hanc linearum curvarum 
ex Fundionibus originem hic potiffimum contemplabimur, tan- 
quam magis analyticam latiufque patentem , atque ad calculum 
magis accommodatam. Quaelibet ergo Fundio ipfius x fup- 
peditabit lineam quandam , five redam five curvam , unde 
viciffim lineas curvas ad Fundiones revocare licebit. Cujufque 
ergo lines curvs natura exprimetur per ejufmodi Fundionem 
ipdus x, qus , dum intervalla AP ad qus perpendicula MP 
ex fingulis curvs pundis M in redam RS demittuntur , per 
variabilem x indicantur , exhibeat femper veram illius Appli- 
cats MP longitudinem. 

9. Ex hac linearum curvarum idea ftatim fequitur ea- 
rum divifio in continuas & difeontinuas feu mixtas. Linea fci- 
licet curva continua ita eft comparata, ut ejus natura per unam 
ipfius x Fundionem definitam exprimatur. Quod fi autem 
linea curva ita fit comparata , ut varis ejus portiones BM , 
MD , DM &c. , per varias ipfius x Fundiones exprimantur; 
ita ut , pollquam ex una Fundione portio BM fuerit definita , 
tum ex alia Fundione portio MD deferibatur ; hujufmodi li- 
neas curvas difeontinuas feu mixtas & irregulares appellamus : 
propterca quod non fecundum unam legem conflantem forman- 
tur , atque ex portionibus variarum curvarum continuarum 
componuntur. 

10. De curvis autem continuis in Geometria potiffimum ell 
fermo , atque infra offendetur , qus curvs motu uniformi fe- 
cundum regulam quandam conftantem mechanice deferibuntur , 
eafdcm quoque per unicam Fundionem exprimi , atque ideo 
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efle continuas. Sit igitur mEB M D M linea curva continua , Cap. I. 
cujus naturam contineat Funflio quxpiam ipfius x , qua; fit y ; 1 

atque manifeftum ell , fumtis valoribus ipfius x determinatis 
in refla RS , a punflo fixo A, tum valores ipfius y refpon- 
dentes prabere Applicatarum normalium P M longitudinem. 

n. In hac linearum curvarum explicatione nomina quadam . 
funt tenenda , quorum frequentiffimus ufus exillit in doflrina 
de Lineis curvis. 

Primum igitur refla RS , in qua valores ipfius x abfcin- 
duntur , vocatur Axis, feu linea refla direclrix. 

Punflum A , a quo valores ipfius x menfurantur , dicitur 
initium Abjcijfarum. 

Portiones autem Axis A P , quibus determinati ipfius x va- 
lores indicantur, vocari folent Abscissae. 

Et perpendiculares P M, ex terminis Abfcijfarum M ad 
lineam curvam pertingentes , nomen Applicatarum 
obtinuerunt. 

Vocantur autem hoc cafu Applicat* normales feu orthogo - 
nales , quia cum Axe angulum reflum conftituunt; cum enim 
fimili modo Applicat* P M ad angulum obliquum cum Axe 
conditui polfint , hoc calu Applicat* obliquangulce vocantur ; 
hic vero conltanter naturam curvarum per Applicatas ortho- 
gonales explicabimus , nifi expreffis verbis contrarium indicetur. 

iz. Si igitur Abfcifla quacunque AP infigniatur per varia- 
bilem x , ut fit AP=x , tum Funflio y indicabit magnitudi- 
nem Applicat* PM, eritque PM=y. Natura igitur line* 
curva , fi quidem fuerit continua , exprimetur per qualitatem 
Funftionis y , feu per rationem , qua y ex x & quantitatibus 
conflantibus componitur. In Axe igitur RS erit portio AS 
locus Abfciffimim affirmativarum portio AR locus Abfcif- 
farum negativarum ; tum vero fupra Axem RS exfiftet regio 
Applicatarum affirmativarum , infra autem erit regio Applica- 
tarum negativarum. 

13. Cum igitur ex qualibet Funflione ipfius * nafcatur 
linea curva continua , h*c etiam ex iila Funflione cognofd 
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I!b. II. atque defer ibi poterit. Tribuantur enim primo ipfi x valere» 

' affirmativi a o ad eo ufque progrediendo , ac pro lingulis qus- 
rantur valores Fundionis y refpondentes , qua: per Applicatas , 
five furfum five deorfum porredas , repr®fententur , prout va- 
lores habeant five affirmativos five negativos ; ficque orietut 
portio curva EM AI. Deinde fimili modo ipfi x tribuantur omnes 
valores negativi ab o ad — co progrediendo , & valores ip- 
fius y refpondentes determinabunt curv® portionem BEm t 
licque univerfa linea curva in Fundione contenta exhibebitur. 

14. Quia eft y Fundio ipfius x ; vel y ®quabitur Fundioni 
ipfius x explicit®, vel dabitur aquatio inter x & y , qua y per 
x definitur : utroque cafu habebitur aquatio , qu® dicitur na- 
turam curva: exprimere. Hanc cb reni natura cujufque linea:' 
curv® per aquationem inter duas variabiles x & y exhibetur ; 
quarum altera x denotet Abfciffas in Axe a dato principio A 
fumtas ; altera vero y Applicatas ad Axem normales. Abfcifl® 
autem & Applicata: conjundim confiderat® appellantur Co or- 
dinata orthogonales : hineque natura linea: curv® per aqua- 
tionem inter Coordinatas orthogonales definiri dicitur , fi ha- 
beatur aquatio determinans, qualis Fundio ipfius x fit y. 

ij. Cum igitur linearum curvarum cognitio ad Fundiones 
perducatur , tot varia linearum curvarum exillent genera , quot 
fupra Fundionum efie vidimus. Ad modum ergo Fundionum 
line® curva: aptiffime dividuntur in algtbrdicas & tranfeendentes. 
Linea curva fcilicet erit algebralca , fi Applicata y fuerit Func- 
tio algebralca ipfius Abfcifl® x ; feu , cum natura line® curva: 
exprimitur per aquationem algebraicam inter Coordinatas x 
& y , hujus generis line® curv® quoque geometrica vocari folent. 
Linea curva autem transcendens e fi , cujns natura exprimitur per 
aquationem tranfeendentem inter x &cy; feu , ex qua fit y Func- 
tio tranfeendens ipfius x. Hacque eft prscipua linearum cur- 
varum continuarum divifio , qua e® funt vel algebralca vel 
franfeendentes. 

16. Ad lineam autem curvam ex data Fundione ipfius x , 
qua Applicata y exprimitur deferibendam , natura Fundionis, 

an 
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an fit uniformis , an multiformis probe eft attendenda. Pona- Ca*.T: 
mus primo y e (Te Fundfionem uniformem ipfius x , feu elTey ' 

="= P ». denotante P Funftionem quamcunque uniformem ipfius 
x ; & quia ipfi x valorem quemvis determinatum tribuendo , 
Applicata y unum quoque valorem determinatum recipit, uni- 
cuique Abfcifia: una refpondebit 'Applicata & hanc obremCurva 
ita erit comparat? , ut , fi in quovis Axis RS pun< 51 o P ducatur 
ad ipfum normalis PM, ea femper Curvam fecet , idque 
m unico pun&o M. Singulis ergo Axis pun&is fingula ref- 
pondebunt Curva; pun&a ; & , cum Axis utrinque in infini- 
tum extendatur , Curva quoque utrinque in infinitum excur- 
ret. Seu Curva ex tali Fun&ione orta continuo tra&u utrin- 
que cum Axe in infinitum porrigetur , cujufmodi tra< 51 um fi- 
gura i exhibet , ubi linea curva m EB M DM utrinque fine 
ulla interruptione in infinitum excurrit. 

17. Sity Funflio biformis ipfius a:, feu denotantibus litteris 
P &. Q Fundliones ipfius x uniformes , fit yy = 2 Py — Q 

ut fit y == P + V ( P P — ). Unicuique igitur Abfcifia: x T a b. r. 

i-efpondebit duplex Applicata y , utraque exiftente vel reali vel Fis- i. 
imaginaria - prius fi PP> Q, pofterius fiPP < Q. Quamdiu 
ergo uterque valor ipfius y erit realis , Abfcifi® A P duplex 
conveniet Applicata P M, P M , feu refta ad Axem in P nor- 
malis Curvam in duobus pun£tis M & AI trajiciet. Ubi autem 
fit PP < Q , ibi Abfcifia: nulla convenit Applicata ; feu nor- 
malis ad Axem his in locis Curv® nufquam occurret , ut fit 
in p. At cum ante efiet P P > Q, fieri non poterit PP 
nifi tranfeundo per cafum P P= Q , qui erit limes inter Ap- 
plicatas reales & imaginarias. Ubi ergo Applicat® reales de- 
linunt, uti in C vel G , ibi fity = P + o , feu amb® Appli- 
cat® inter fe fiunt squales, ibique Curva curfum infledendo 
regredietur. 

18. Secundum Figuram apparet ,dum Abfcifia negabva — x 
contineatur intra limites A C & A E , Applicatam y fieri ima- 
ginariam , efieque PP •< Q : ultra E vero finifirorfum progre- 
diendo Applicat® iterum fiunt reales , quod fieri nequit nifi 

Euleri Introduci, in Anal. injin. Tom, II. B 
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Lfo II. in E fit PP=Q J ideoque amb® Applicatae conveniant. Tufn 
/ rurfus Abfcifiisy^P duplex Applicata Pm , Pm refpondct , donec 

ad G perveniatur , ubi h$ duae Applicatae conveniunt , atque 
ultra G denuo fiunt imaginariae. Hujufmodi ergo linea curva 
conftare poterit ex partibus a fe invicem disjundis ut MBDBM 
& Fm Hm duabus pluribufve nihilo vero minus hae partes con- 
jundim confideratae unam Curvam continuam feti regularem 
conftituere funt ccnfenda: , quia hae fingulae partes ex una ea- 
demque . Fundione nafcuntur. Iliae ergo Curvae hanc habent 
proprietatem , ut, fi in fingulis Axis pundis normaliter produ- 
cantur redae MM , eae femper Curvam vel nufquam vel in 
duobus pundis trajiciant ; nifi forte duo interfedionis punda 
in unum coalefcant , quod fit fi Applicatae per pundai), F, H, 
vel I ducantur. 


Tau. T. 
Fig- 4 - 
i/ j. 


19. Si y fuerit Fundio triformis ipfius at, feu fi y per hu- 
jufmodi aequationem y' — Py' -f- Q y — K = o definiatur , 
exiftentibus P , Q & R Fundionibus uniformibus ipfius x , 
tum pro quovis valore ipfius x Applicata y tres habebit va- 
lores , qui , vel omnes erunt reales, vel unicus tantum , reliquis 
duobus exiftentibus imaginariis. Hinc omnes Applicatae Cur- 
vam fecabunt , vel in tribus pundis , vel tantum in unico , 
nifi ubi duo vel etiam tria interfediopis punda in unum co- 
lefcunt. Cum igitur unicuique Abfciftae faltem una Applicata 
realis conveniat , necefie eft ut Curva utrinque cum Axe in 
infinitum excurrat. Curva ergo vel uno continuo tradu confta- 
bit, ut in Figura quarta \ vel duabus partibus a fe jundis, ut 
in Figura quinta ; vel pluribus , qux tamen omnes conjund* 
unam eandemque Curvam continuam conftituunt. 


2.0. Si y luerit Fundio quadriformis ipfius a?, feu fi y per 
hujufmodi aquationem y" — Py ' + Qy' — Ry-\-S = o 
definiatur , tum unicuique valori ipfius x , vel quatuor refpon- 
debunt valores reales ipfius y , vel duo tantum , vel omnino 
nullus. Hinc , in Curva ex hujufmodi Fundione quadriformi 
orta fingulc Applicat® Curvam fecabuat vel in quatuor pundis. 
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vel in duobus tantum , vel nufquam , quos Cingulos cafus Figura C a p. L 
Sexta exhibet ; notari autem debent loca /& o , ubi duo in- "* 
terlcdionis puncia in unum coalefcunt. Hanc ob rem tam dex- 
trorfum quam finiftrorfum vel nulli Curva rami in infinitum 
excurrunt , vel duo vel etiam quatuor. Priori cafu , quo ex 
neutra parte nulli rami in infinitum extenduntur. Curva undi- 
que erit claufa , ut figura indicat , fpatiumque definitum inclu-» 
dit. Hinc ergo jam concludi potell indoles linearum curva- 
rum , qua formantur ex Fundionibus multiformibus quotcun- 
que lignificatuum. 

n. Si fcilicet fuerit y Fundio multiformis , Ceu determine- 
tur per aquationem , in qua n fit exponens maxima potefiatis 
ipfiusy, tum numerus va lorum realium ipfiusy erit vel n, 
vel n — i , vel n — 4 , vel n — 6 , &c. , in totidem ergo 
pundis qualibet Applicata Curvam interlecabit. Ita , li una 
Applicata Curv am continuam fecet in m pungis , omnes alia Ap- 
plicata Curvam fccabunt in tot pundis, quorum numerus fem-i 
per numero pari differat ab m ; nufquam ergo Curva ab Ap- 
plicata fecari poterit in m -t\- i , vel m — 1 , vel m ;£ 3 &c. , 
pundis. Hoc eft , fi numerus interfedionum unius Applicata 
fuerit par vel impar, omnes quoque Applicat* reliqua Cur- 
vam fecabunt in pundorum numero vel pari vel impari. 

ii. Si igitur una Applicata Curvam fecet in pundorum nu- 
mero impari , tum fieri nequit , ut ulla alia Applicata Curvam 
nufquam interfecet : Curva ergo utrinque ad minimum unum 
habebit ramum in infinitum excurrentem, & , fi ex alterutra 
parte plures rami in infiuitum extendantur , eorum numerus 
debet efTe impar , quia numerus interfedionum unius cujufque 
Applicat* non potell elfe par ; fi ergo rami utrinque in infini- 
tum excurrentes fimul numerentur , eorum numerus conftan- 
ter erit par. Hoc idem locum habet fi Applicat* Curvam in- 
terfecent in pundorum numero pari, tum enim ex utraque parte 
feorfim vel nullus , vel duo , vel quatuor 6;c. , rami in infi- 
nitum excurrent , unde ergo quoque omnium ramorum in in» 

B a 
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tiB. II. finitum excurrentium numerus erit par. Jam igitur adepti fu- 
r mus aliquot infignes proprietates Curvarum continuarum & re- 
gularium , unde eas a Curvis difcontinuis & irregularibus dif- 
cernere licet. 


CAPUT II. 

De Coordinatarum permutatione. 

fis- 1 3 ' Q uEMADMODUMex aquatione inter Coordinatas x St y , 
quarum illa Abfciiram , hac Applicatam denotat ; data 
Curva defcribitur fuper Axe RS , initio Abfciflarum A 
alicubi pro lubitu afifunto , ita viciflim , fi jani defcripta fuerit 
linea curva ejus natura expriini poterit per aequationem inter 
Coordinatas. Hic autem quamvis Curva fit data , dua tamen 
res in arbitrio noftro relinquuntur; pofitio fcilicet Axis RS , 
& principium Abfciflarum A. Quae cum infinitis modis variari 
queant, etiam pro eadem linea Curva innumerabiles aqua- 
tiones exhiberi poterunt , hancque ob caufam ex aquationum 
diverfitate non femper ad diverfitatem linearum curvarum , qua 
iliis aquationibus exprimantur concludere licet, etiamfi di- 
verfa Curva perpetuo diverfas prabeant aquationes. 

14. Cum igitur , variato tam Axe quam Abfciflarum initio , 
innumerabiles oriantur aquationes ejufdem Curva naturam ex- 
primentes , ha omnes ita inter fe erunt comparata , ut ex data 
aquatione una reliqua omnes inveniri queant. Ex data enim 
aquatione inter Coordinatas ipfa linea curva determinatur , 
hac autem cognita , fi quacunque linea refla pro Axe , & iti 
ea punflum pro Abfulfarum principio aflumatur , aquatio inter 
Coordinatas orthogonales definietur. Hoc igitur Capite me- 
thodum trademus , cujus ope , fi aquatio pro Curva fiicrit 
data , ad alium Axem quemcunque, & AbfcilTarum initium quod- 
cunque aquatio inter Coordinatas inveniri queat , qua ejuf- 
dem. Curva: naturam exprimat. Atque hoc modo repcrientujr 
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omnes omnino aquationes , qua ejufdem Curva naturam com- 
prehendant, ficque facilius diverfitas linearum curvarum ex 
aquationum diverfitate dijudicari poterit. 

M- Sit igitur data aquatio quacunque inter x &y,ex qua 
fumta reda RS pro Axe , & pundo A pro initio AbfcifTarum , 
ita ut x denotet AbfcifTam AP & y Applicatam PM, pro I 
ducatur linea curva CBM , cujus ergo natura per aquationem 
datam exprimitur. Retineamus jam primum eumdem Axem 
RS , at aliud pundum in eo D pro initio AbfcifTarum afiu- 
mamus , ira ut nunc pundo cun a M refpondeat AbfcifTa D P , 
qua ponatur =t , Applicata vero MP manebit eadem — y\ 
qua ante : quaramus igitur aquationum inter r&y, qua ejufl 
dem Curva CBM natura exprimatur. Ponatur intervallum 
AD=f, quod ab A finiftrorfum in regionem AbfcifTarum 
negativarum cadat, eritque DP = t =/ + x, ideoque x= 
* — / Quare fi in aquatione inter* & y data ubique loco 
x fubfti tuatur r — /, prodibit aquario inter r & y , qu* eam- 
dem lineam curvam CBM exhibebit. Cum igitur magnitudo 
SlD=j ab arbitrio r.oftro pendear , jam innumerabiles diver- 
fas adepti fumus aquationes , qua omnes eandem lineam cur- 
vam exprimant. 

1 6 . Si C-urva alicubi Axem RS trajiciat, uti in C, tum 
fumto hoc pundo C pro initio AbfcifTarum, ejufmodi obtine- 
bitur «juatio, qua, pofua Abfcifla CP = o, fimul Appli- 
caram P M evanefeentem fit prabitura ; fi quidem unica tantum 
Applicata pundo Axis C refpondeat. Interfedio autem C 
fi ulla plurefve dentur , invenietur ex aquatione primum 
propofita inter x & y, ponendo y=o, & ex aquatione quarendo 
ya orem vel valores ipfius *. Ubi enim Curva in Axem in- 
cidit , ibi nty=o, fado ergo viciffim y = o , omnes illa 
AbfcifTafeu valores ipfius* elicientur , ubi Curva in Axem 
Incidit. 


xt 1 r 7 '/r‘” ri l ni1 er °° . Abfcirarl,m * retento Axe , mutabitur fi 
Ab.ciffa x data quantitate five augeatur five minuatur; hoc efl , 

fi loco* ponatur t — / ubi/ erit quantitas affirmativa, fi 


Cap.ii: 


Tab. II. 
Fif. 7- 
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Tib. II. novum Abfciflarum initium D finiflrorfum ab A fuerit remo^ 
tum ; erit vero f quantitas negativa , fi pundum D ad dex- 
tram ab A fuerit fitum. 

Tab II Ponamus nunc defcripta Curva LBM ex data sequatione 
/Ve. 8. ’ inter A P = x & P M = y , alium alburni Axem r s priori 
parallelum in eoque pundum D pro Abfciflarum initio : cadat 
autem ille Axis in regionem Applicatarum negativarum , fi tque 
ejus a priori Axe diflantia AF = g , atque ponatur interval- 
lum DF=AG =f t Sit igitur in hoc novo Axe Abfcilfa 
pundo Curva: M rcfponder.s, D Q = r , & Applicata QAi=t/ , 
eritque t = D F F Q = J -j- x & u = P M + P Q = 
g+y, unde fit x = t — /& yr=t/ — g. Quare fi in 
aequatione inter x & y data fubllituatur ubique t — /loco x , 
& u — -g loco y , orietur equario inter t & u , qua ejtifdcm 
line* curvs natura exprimetur, 

a8. Cum igitur magnitudines f Sz g ab arbitrio noflro pen- 
deanf, hineque infinitis modis definiri queant, infinities plu- 
res diverfae formari poterunt aquationes quam priori cafu , 
qus tamen omnes ad eamdem lineam curvam pertineant. Quod 
fi ergo dua aquationes altera inter x & y , & altera inter t & 
u , hoc tantum a fe invicem diferepent , ut altera in alteram 
transformetur , fi Coordinatae unius datis quantitatibus five au- 
geantur five minuantur , tum ambae aequationes licet diverfae 
tamen eamdem lineam cunam exhibebunt, Hinc igitur facile 
innumerabiles formabuntur aequationes diverfae , quae tamen 
omnes ejufdem lineae curva: naturam exprimant, 

19, Statuatur novus Axis rs normalis ad priorem R S, fe- 
Tab. II. canfque ipfum in principio Abfciflarum A, ita ut pro utroque 
F‘g- 9 - Axe idem fit Abfciflarum initium A. Quoniam pro Axe RS 
datur atquatio ad Curvam LM inter AbfcifTam AP =x, & 
Applicatam PM=y , ducatur ex Curva: pundo Af in novum 
Axem rs perpendicularis MQ & vocetur AbfcifTa nova^Q 
?= t , Applicata nova QM=u, eritque ob APMQ paral- 
lelogrammum redangulum , z = y & u== x. Hinc , ex 
jequarionq inter* data , formabitur equario inter t & u , 
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ponendo u loco x & t loco y. Prior ergo Abfcifla x nunc 
abit in Applicatam QAf=u, & prior Applicata y nunc abit 
in Abfciflam AQ'=t ; pro ifto itaque novo Axe nulla alia 
aquationi variatio inducitur nili , quod Coordinati x & y 
inter fe commurtentur : hancque ob rationem Abfcifla & Ap- 
.plicata fimul Coordinati vocari folent , nullo faito difcrimine , 
utra pro Abfcifla Applicatave accipiatur. Propofita enim aqua- 
tione inter duas Coordinatas x & y, eadem Curva emergit, 
live x live y ad Abfciflam indicandam accipiatur. 

30. Pofuimus hic novi Axis rs portionem A s exhibere 
Abfciflas affirmativas , atque ad dextram Axis rs flatui regio- 
nem Applicatarum affirmativarum , qua; cum ab arbitrio pen- 
deant , pro lubrtu immutari poterunt. Scilicet fi Axis portio 
A r Abfciflis affirmativis deflinetur , erit utique A Q = — t , 
ficque in iquatione inter x & y loco y poni debet — t. Deinde 
fi ad dextram Axis rs regio Applicatarum negativarum fta- 
tuatur , fiet Q M= — u , atque pro x fcribi debebit — u. 
Atque hinc intelligitur naturam lines curvae non mutari etiamfi 
in aequatione inter Coordinatas vel alterutra vel utraque nega- 
tiva flatuatur; id quod in omnibus aequationis tranfmutationibus 
eft renendum. 

31. Secet nunc novus Axis r s priorem R S fub angulo quo- 
cunque SAs\ fiatque interfeitio in ipfo Abfciflarum initio A, 
quod punitum in utroque Axe initium Abfciflarum conftituat. 
Data ergo fit pro Axe RS iquatio quicunque pro Curva L M 
inter Abfciflam AP=x & Applicatam PM=y,ex qua 
reperiri debeat squatio ad eamdem Curvam pro novo Axe rs , 
feu ex Curvi punito M ad novum Axem demiflo perpendi- 
culo MQ , inter Abfciflam novam A Q = t , & Applicatam 
M Q = u. Sit angulus S As = q ; ejus Sinus = m , & Co- 
finus = n , fumta unitate pro Sinu toto ut fit mm + nn = 1, 
Ex P ducantur normales Pp & Pq in novas Coordinatas , erit- 
que ob Ap = x , Pp = x. fin. q ; Ap = x. cof. q , deinde 
quia angulus P M Q = PA Q= q , erit obPAf = y, Pq = 

Qp = y.fin. q £ M q = y. cof. q. Ex his ergo fiet AQ= t = 

• 

\ 


cap. il- 


Tab. II. 
Fig. io. 
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A p — Qp = x. cof q — y .fin. q , & Q M = u = AI q -f-’ 
Pp — x.fin. q +y. cof. q. 

31. Cum autem fit fin. q = m , cof.q = n , erit t =n x — 
tny & u — mx + /zy , hinc fiet nt + mu = nnx + /n/n* = At , 
& nu — mt= nny + mmy = y. Aiquatio ergo quxfita inter 
1 &. u reperietur, fi in xquatione inter x & y, propofita ubi- 
que loco x feribatur mu -J- nt & nu — mt loco y , fi quidem 
Axis portio As contineat Abfciflas affirmativas, & Applicata 
affirmativa in regionem QM cadant. Pofuimus hic etiam an- 
gulum SAs in regionem Applicatarum negativarum cadere ; 
quod fi autem As fupra AS caderet ; in calculo angulus SAs 
= q negativus , ac propterea ejus Sinus m negative accipi de- 
beret. 

33. Tribuatur nunc novo Axi rs politio quacunque , in eo- 
que fumatur punffum quodvis D pro Abfciffarum initio. Sit 
RS Axis prior , pro quo habetur aquatio inter Abfciffam 
AP =.x & Applicatam P M =y , qua natura Curva LM 
exprimitur ; unde aquatio inter alias Coordinatas t & u ad 
novum Axem rs relatas exhiberi debet. Demiflo fcilicet ex 
quovis Curva pun&o M in novum Axem rs perpendiculo M Q 
vocetur Abfciffa DQ = t, & Applicata QM=u. Inter 
quas ut aquatio inveniatur , ex novo Abfciffarum initio D in 
Axem priorem RS ducatur perpendicularis D G , ac ponatur 
A G —f St DG — g , tum per D priori Axi RS producatur 
parallela DO , cui prior Applicata P AI produ&a occurrat in 
O , eritque M O = y -f- g , & DO = G P = x -f- f De- 
nique ponatur angulus OD Q = q , cujus Sinus fit = 771 , & 
Cofinus = n , pofito femper Sinu toto = 1 , ut fit rnm -+• 
nn -f- = 

34. Jam ex pundlo O ducantur tam in novum Axem D Q 
quam in Applicatam AIQ normales Op & Oq ; atque , ob an- 
gulum OA 1 Q = OD Q StDO = x +/, ac AIO =y + g, 
erit Op = Qq= ( x + f). fin. q = mx + mf & Dp = 

( x +/). coj'. q = nx + nf Porroque Oq = Qp — ( y 

g ).fin. q= my + mg&tMq =( y + g ). cofq= ny + ng. 

£s 
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Ex Iiis igitur colligetur D Q = t = nx nf — my — mg St Cap. n. 

Q.M= u= mx - f- mf -f-ny -f- ng, ficque ex x St y definien- ' 

tur novae Coordinata: r & u. Hinc vero erit n t -f- m u = 
x -| -f Stnu — mt = y + g , ob mrn -f- n n = 1 , quocirca 
habebitur x = m u + n t — f , St y = nu — mt — g , qui 
ergo valores fi in aquatione inter x & y data loco x St y lubfti- 
tuantur , prodibit aquatio inter t St u, qua ejufdem Curva LM 
natura exprimetur. 

35. Quoniam nullus excogitari poteft Axis r s , qui quidem 
in eodem plano cum Curva fit litus , qui non in hac poftrema 
determinatione contineatur; pro eadem quoque Curva i M 
nulla exiftet xquatio inter Coordinatas orthogonales , quae non 
in hac aequatione inter t & u inventa comprehendatur. Cum 
igitur quantitates f St g cum angulo q , unde m St n pendent , 
infinitis modis variari queant , omnes tequationes , qua» in aequa- 
tione inter t St u hoc modo inventa continentur , ejufdem li- 
nea: curvae naturam expriment. Hanc ob rem illa aequatio inter 
t St u vocari folet aequatio generalis pro Curva LM, quo- 
niam ea in fe comple&itur omnes omnino aequationes , qute ad 
eandem lineam curvam pertinent. 

36. Supra jam innuimus difficile efie ex diverfitate aliquot 
aequationum inter Coordinatas judicare , utrum eae ad eandem 
lineam curvam , au ad diverfas referantur : nunc igitur patet 
via omnes hujufmodi quarfHones dijudicandi. Sint enim duae 
propofitae aequationes , altera inter x St y , St altera inter t & 
u , ponatur in illa x = m u + nt — f St y = nu — mt — g, 
ubi rn St n ita a fe invicem pendent ut fit mm -f- nn = 1 ; 
quo fafto difpiciendum erit utrum altera illa aequatio inter t 
St u in hac, quae modo elt eruta, contineatur, feu an quan- 
titates f, g cum m St n ita definiri polfint , ut ipfa altera 
a»quatio inter t St u refultet. Quod fi fieri poflit , ambae aequa- 
tiones eandem lineam curvam expriment , fin fccus diverfas. 


Euleri Introduci, in Anal. injin. Tom. II. C 


/ 
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Exem?lum. 


IlB. TI. 


IIoc modo patebit has duas xquationes. 

yy — a x = o 

& 

1 6uu — 24 tu + 9« — 55 au -f- 1 oat = 0 , 

ad eandem lineam cunam reftrri , etiamfi ipfx plurimum dis- 
crepent : ii enim in priori xquatione ponamus x =mu -f- 
nt — f &. y = nu — mt — g, ea transformabitur in hanc 

72 /2 uu — 2 772 nt u + mmtt — ingu-{-imgt-{-gg 

— vi a u — nat -f- af 

Num igitur in hac altera illa xquatio contineatur, multiplice- 
mus illam per nn hanc vero per 16 , ut termini primi utria- 
que congruant, habebiturque 

16/2/22/2/ — 24/7/2/2/ + ynntt — 55 /2/7/72/ -J- io nnat = o 

& 

1 6/2/22/2/ — 32/72/2/2/ + 1 6 m'tt — 3 “i"gu + 32///g/ + 1 6gg 

— i 6 mau — i 6 nac -f- 1 6aJ * 

Kunc inquiratur quot termini, arbitrariis f , g , m & 72 de- 
terminandis , xquales reddi queant, ac primo quidem habebimus 
2422/2 = 32777/2 & 9/2/2 — 1677272, quarum utraque dat 3/2 = 
4/22 , & ob /722/2 = i — 72/2 , erit quoque 25/2/2= 16 , hinc 

72 = y & m = “ » ^ 1C( l l,e j am tres termini conveniunt. 

Quartus & quintus dant 55/2/2/2 = 32 ng -f- 16/72/2 & 10/2/2/2 = 
32 mg — r 622/2 , unde an idem pro g valor eruatur videndum 

eft , dat vero prior g = — — ~g -^-=/2, & 

pofierior g = + ~~ = ~ + = a , uterque ergo 

valor congruit , & jam quinque termini conveniunt. Nil aliud 
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ergo fupereft, r.ifi ut fit gg + fl/=o, quod, cum /nondum ^ Ay ' 

.fu determinatum , nil habet difficultatis , fiet enim J= — a. 
.Oftenfum ergo eff , has duas aequationes propofitas eandem 
lineam curvam exhibere. 

37. Quanquam autem fieri poteft , ut xquationes admodum 
diverfx eandem lineam curvam reprxfentent , tamen fxpe nu- 
mero ex xquationum diverfitate tuto linearum curvarum di- 
verfitas concluditur. Evenit hoc fi xquationes propofitx ad 
diverfos ordines pertineant, feu in quibus maxima: dimenfio- 
nes , quas Coordinatx x & y fcu t & u conflituunt , funt di- 
verfx , hoc enim cafu line® curva: , qux per has xquationes 
indicantur , certo erunt diverfx. Cujufcunque enim ordinis fue- 
rit xquatio inter x & y , fi ponatur x = mu -f- nt — f &c y = 
nu — mt — g , refultabit xquatio inter t & u ejufdem ordi- 
nis ; quare, fi altera xquatio inter t & u propofita ad alium 
ordinem pertineat , Curvam quoque diverfam indicabit. 

38. Nifi igitur dux xquationes, altera inter x &y altera inter 
t & u , ad eundem ordinem pertineant , flatim concludendum 
eff lineas curvas , qux aliis xquationibus exprimuntur , effe di- 
verfas. Dubitatio ergo tantum locum habere poteft , fi ambx 
xquationes fuerint ejufdem ordinis, hifque folum cafibus invefti- 
gatione ante tradita opus erit , qux autem cum fatis operofa 
evadat, fi xquationes ad altiorem quempiam ordinem pertineant, 
infra expeditiores regulx tradentur, ex quibus ftatim varietas 
Curvarum dignofci poterit. 

39. Qux hic de invenienda xquatione generali pro quavis Tab. II. 
linea curva funt prxcepta , eadem ad lineam redam accoramo- F‘S- I2 « 
dari poffunt. Sit enim, loco linex curvx , propofita linea rec- 
ta LM , quam Axi RS parallelam ftatuamus : ubicunque er- 
go initium Abfciflarum A capiatur , erit femper Applicata PM 
conflantis magnitudinis, feu y = a,- qux ergo eft xquatio pro 

linea reda Axi parallela. Quxramus hinc xquationem gene- 
ralem linex redx ad Axem quemcunque r s relatam ; pofito 
ergo D G = g , anguli OD s Sinu = m , Cofinu = n , & 

▼ocata Abfcifla D Q = t , & Applicata M Q = u , ob y =s 

C i 
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Lib. II. nu — m t — g , erit nu — mt — g — a=. o , qua efl 
' aquario generalis pro linea reda. Multiplicetur ea per conflan- 

tem k & ponatur nk = x , mk = — 6 & ( g +o) k = — b , 
eritque aquatio «. u + Ct + b = o pro linea reda , qua cum 
fit aquatio primi ordinis inter t & u generalis , patet omnem 
aquationem primi ordinis inter duas Coordinatas , nullam lineam 
curvam , fed redam lineam exhibere. 


Tab. m. 
Ij- 


40. Quoties ergo inter Coordinatas x & y talis prodit 
aquatio xx -}- C y — a = o ; toties ea prabet lineam redam , 
cujus pofitio reipedu Axis R S ita determinabitur. Ponatur 
primo y = o, ficquein Axe reperitur pundum C, ubi hac 


reda Axem trajicit , fit enim A C = — \ tum ponatur x =0, 


fietque y = — qui efl valor Applicata AB in initio Abfcif- 

fariim. Cum ergo habeantur duo punda , B & C , in reda 
qualiia , ea erit definita , ideoque aquationi propofita fatisfa- 
ciet reda LM. Ponatur enim AbfcifTa quacunque AP = r 
& refpondens Applicata MP =y , erit ob fimilitudinem trian- 
gulorum CPM,CAB, CP: PM=C-A:AB , hoc efl 


‘L — x:y = s ±: ±, unde fit 

a. J a. C ’ <t a. C 

Cy = a , qua efl ipfa aquatio propofita. 


ax_ 

6 * 


feu xx -t- 


41. Si fuerit vel x vd £ = o', tum ifta conflrudio ufun* 
habere non poterit , at vero ifli cafus per fe funt facillimi. Sit 
enim x = o , & y = a , unde patet lineam fatisracientem efTe 
redam Axi parallelam ab eoque intervallo = a remotam r 
fin fit a = o , feu y = o, linea fatisfacicns in Axem incidet.. 
Quod fi vero fuerit € = o , & x = a , pei fpicuum efl lineam 
fatisfacientem efTe redam ad Axem normalem , qua ab initio 
Abfciflarum intervallo = a diflet. Hoc fcilicet cafu omnibus 
Applicatis unica AbfcifTa refpondet, ita ut AbfcifTa quantitas 
variabilis efTe definat. Ex his igitur luculenter perfpicitur,. 
quemadmodum linea reda per aequationes inter Coordinatas. 
cithcgonalcs defignari queant. 
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41. Aflumfimus ha&enus Coordinatas , quibus natura Curvas Cap. II. 
definitur , inter fe efTe normales , fimili vero modo etiam ex ' 

data aequatione linea curva definietur , fi Applicata: ad Axem 
fub angulo quocunque inclinentur. Viciffim ergo natura Cur- 
\£ exprimi poterit per asquationem inter duas Coordinatas 
obliquangulas , atque hujufmodi a:quationes quoque variatis 
cum Axe tum principio Abfcifiarum innumerabilibus modis 
variari poliunt , manente Curva eadem. Sicque pro quavis 
obliquitate Coordinatarum aequatio generalis ad Curvam exhi- 
beri potelt. Quod fi vero etiam hxc obliquitas alia atque alia 
ftatuatur, multo latius patens eruetur xquatio pro Curva , quam 
xquationem generaliflimam appellabimus , quoniam naturam 
Curva: non folum exprimit per aequationem ad quemvis Axem 
& quodcunque initium Abfcifiarum relatam , fed etiam pro 
quacunque Coordinatarum obliquitate. Haecque adeo aequa- 
tio gencralilfima abibit in aequationem generalem , fi angulus, 
quem Coordinatx inter fe conftituunt ,,redus ftatuatur. 

43. Data fit pro Curva LM aequatio inter Coordinatas ree- Tab. Iir. 
tangulas , nempe inter A P = x & PM = y, & quaeratur, 
retento Axe RS & initio Abfcifiarum A eodem, asquatio inter 
Coordinatas , quae datum angulum comprehendant qui fit = <p. 

Ex pundo ergo M ad Axem RS ducatur re< 51 a M Q ad an- 
gulum illum datum MQA, cujus Sinus fit = /.1 & Cofi- 
nus = r. Erit ergo A Q nova AbfcilTa , MQ nova Ap- 
plicata : pofito ergo A Q = t & ( t )M = u , erit in triangulo 

re&angulo P M Q , = /j. & = y = ' u * . Quocirca 

fiet u = F- & f = v u + x = U. -j- x , & viciffim y = 

t* p- J 

Itu & x = t — » u. Confequenter fi in xquatione inter x 
& y propofita ponatur x= t — y u & y = f* u prodibit «qua- 
tio inter Coordinatas obliquangulas t & u, qua: inter fe datum 
angulum <p conftituant. 

44. Quod fi autem data fuerit pro Curva LM asquatio ii> 
ter Coordinatas obliquangulas A Q & Q Mj. cx ea viciffixa 


Digitized by Google 


11 


DE COORDIHAT ARUM 

Lib. II. reperletur squatio pro eadem Curva inter Coordinatas ortho- 
' gonales AP & P M. Sit enim <p angulus, quem Applicata; 

MQ cum Abfciflis A Q conftituunt , cujus Sinus = /t & Co- 
finus = v , dataque fit aquatio inter AQ t & QAf= u. 
Ex AI ducatur ad Axem Applicata normalis A 1 P , St, po- 
fita Abfcilla AP = x & Applicata MP = y., quia eftu = 

J- Cc t = — -J-*, fi hi valores ia aquatione inter e St u 

propofita fubfti tuantur , prodibit a-quatio inter x & y , quas 
quxrebatur. 

Tab. iv. Data nunc arquatione inter Coordinatas orthogonales 

*‘ s ' AP = x ; St PAI= y pro Curva LM, hoc modo aquatio 
generaliftima pro eadem linea curva inveniri poterit. Sumatur 
redla qu.xcunque r s pro Axe , St in eo pun&um D pro Abf- 
cifiarum initio; Applicat® vero AIT ad hunc Axem dutftae 
faciant angulum D T M= <p , cujus Sinus fit = /x St Cofi- 
nus = ir ; erit ergo nova Abfcifta DT St Applicata TM, 
inter quas aequatio quxritur. Ex D in Axem priorem RS 
ducatur perpendicularis D G , St fit A G = fi DG=g , duc-, 
taque D U Axi RS parallela fit anguli UDs Sinus =m, 
Colinus = n. Ducatur , ut ante fecimus , ex AI ad Axem 
novum r s normalis AI Q, & ponatur D Q = t ; Q Af=u; 
Coordinats autem obliquangulae , fin tDT=r; TM=s; 
Erit ergo primo t ==r — v s St u = /x s ( 43 ) ; deinde vero 
eft x = m u + n t — f St y = n u — m t — g ( 36 ). Hinc 
fiet x= n r — (n* — m /x ) s — f St y = — m r (/xn -p 
t m ) s — g, ubi eft n v — m /x Cofinus anguli A V AI, quem 
novat Applicata; cum Axe priori RS conftituunt, & /xn + vm 
eft Sinus hujus anguli A V AI. Quod fi ergo in aequatione inter 
x & y loco x St y illi valores inventi fubftituantur , prodibit 
aquatio inter Coordinatas obliquangulas r St s , qu® erit «quatio 
generaliftima pro Curva LM, 

4 6. Quoniam in valoribus , qui loco x St y fubftituuntur , 
povarura variabilium r St s unica ineft dimenfio , manifeftum 
pft aequationem generaliflimam ejufdem efie ordinis , cujus erat 
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aequatio propofita inrer x & y. Quomodocunque ergo sequa- Cap. iri. 
tio ad eandem Curvam transformetur , mutans utcunque tam "** 
Axe, & Abfcidarum initio, quam inclinatione mutua Coor- 
dinatarum , tamen perpetuo aequatio ejuldem erit ordinis. Quan- 
quam ergo aequatio inter Coordinatas , live orthogonaies five 
obliquangulas , infinitis modis variari potelf , ut ad eandem 
Curvam pertineat , tamen neque ad ordinem altiorem evehi , 
neque ad inferiorem deprimi poterit. Atque hanc ob caufam 
squationes diverfi ordinis , utcunque alias fuerint affines , ta- 
men femper Curvas diverfas , exhibebunt. 


CAPUT III. 

De Linearum curvarum algebraicarum in ordines divifione. 

47. c um Linearum curvarum pariter ac Fumffionum va- 
rietas fit infinita , earum cognitio nullo modo acquiri 
poterit , nifi infinita multitudo in certas clades digera- 
tur , hocque modo mens in earum fcrutatione dirigatur at- 
que adjuvetur. Divifimus jam quidem Lineas curvas in al - 
gebraicas & tranfcendentes , verum utraque claflis , ob infini- 
tam Curvarum varietatem , ulteriori fubdivifionc opus ha- 
bet. Hic autem tantum Curvas algebraicas fpeffamus , quas 
quemadmodum commodidime in claltes didribui conveniat, dif- 
piciamus. Charatercs igitur primum definiendi funt , quibus 
clafiium varietates determinentur , ita ut quae Curvae eodem 
charadfere finr praeditas , eae ad eandem ; qua; contra , ad diver- 
fas clades referantur. 

48. Chara&eres ergo ifli varias clades diftinguentes aliunde, 
nifi ex Fun&ionibus feu aequationibus , quibus Linearum cur- 
varum natura continetur , peti nequeunt ; cum , quia alia via 
ad Curvarum cognitionem perveniendi adhuc non patet ; tum, 
quia nulla alia , qua quidem datur , omnes Curvas algebraicas 
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Iib. II. fab fe complebitur. Funbioncs vero & aquationes inter bi- 
nas Coordinatas pluribus modis in diverfa genera diftribuipof- 
funt , uti fecimus in libro fuperiori. Ac primo quidem Func- 
tionum multiformitas fe offert , qux ad Linearum curvarum in 
varias claffes diftributionem prx aliis apta videtur ; unde hu- 
jiifmodi divifio oriretur , ut ex Lines curvx , qux ex Funbio- 
nibus uniformibus oriuntur, ad genus primum , qux ex bifor- 
mibus ad fecundum , qux ex triformibus ad tertium referantur 
&i ita porro. 

49. Quamvis autem hxc divifio videatur naturalis, tamen, 
fi diligentius perpendatur , naturx Linearum curvarum, earum- 
que indoli minime conformis deprehendetur. Multiformitas 
enim Funbionum ab Axis pofitione , qux eft arbitraria , po- 
tiffimum pendet, ita ut , fi pro uno Axe Applicata fuerit Func- 
tio uniformis Abfciffx , eadem , alio affumto Axe , Funbio 
multiformis effe queat ; hoc ergo modo eadem Linea curva in 
divertis generibus occurreret , quod etl contra inditu tum. Sic 
enim Linea curva hac xquatione a' y= aaxx ■ — x 4 expreffa 
pertineret ad genus primum , quia Applicata y eft Funbio uni- 
formis ipfius x ; permutatis vero Coordinatis , feu Axe fumto 
ad priorem normali , eadem Curva exprimitur xquatione y* — • 
aayy -f- a' x = o , ficque ad genus quartum pertineret. Hanc 
igitur ob caufam multiformitas Funbionum ad charaberem, quo 
Lines curvs in claffes diftribuantur , conftituendum admitti 
nequit, 

50. Aeque parum (implicitas xquationum naturam Linearum 
Curvarum exprimentium , ratione numeri terminorum charabo- 
rem diftinbionis conftituere poterit. Si enim ex Curvs ad 
genus primum referantur quarum xquatio confiet duobus ter- 
minis , ut y m = a.x n , ad fecundum quarum xquatio conti- 
neat tres terminos ut a.y m +€y p x 9 + y.v n =o, &ira porro, 
manifeftum eft eandem Lineam curvam in pluribus generibus 
eccurrere. Fer exemplum enim §. 36. fubjunbum Linea curva 

xquatione 
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aequatione y y — a x = o contenta fimul ad genus primum & Cap.ITI. 
quartum reierri deberet , quia , mutato Axe, etiam hac te qua- ’ 

tione 


1 6uu 14 tu + 5« 55*77/ + JOClt = O , 

exprimitur. Deberet vero etiam , aliter afliimto Axe & Abf- 
cijfarum initio, fimul ad genus fecundum, tertium, & quin- 
tum pertinere ; ex quo illa divifio adhiberi omnino non poteft. 

51. Hxc incommoda evitabuntur li xquationum , quibus 
relatio inter Coordinatas- exprimitur , ordines ad Curvarum 
clafles conflituendas adhibeantur. Cum enim pro eadem Linea 
curva , utcunque tam Axis & principium Abfciflarum quam in- 
clinatio Coordinatarum varietur ; xquatio ejufdem femper or- 
dinis maneat ; eadem Linea cun a non ad diverfas clafles re- 
feretur. Charactere ergo in numero dimenfionum , quas Coor— 
dinatx,five orthogonales five obliquangulx , in xquatione com- 
plent , conftituto , neque Axis neque principii Abfciflarum mu- 
tatio , neque inclinationis Coordinatarum variatio , claflium conf- 
ti turionem perturbabit. Atque eadem Curva , five xquatio 
inter Coordinatas fpecialis quxque five generalis five etiam 
generaliflima fpedetur , ad eandem femper claflem annume- ' 
rabitur. Quam ob rem charader diftindionis Linearum cur- 
varum convenientiflime ab ordine aequationum petitur. 

51. Quoniam igitur hxc diverfa xquationum genera, quxex 
. dimenfionum numero conflituuntur, ordines vocavimus, diverfa 
quoque Linearum curvarum genera , qux hinc oriuntur, ordi- 
num nomine appellabimus. Cum ergo aequatio primi ordiuis 
generalis fit 

o =1= a -f- Q,x + yy 

omnes Lineas curvas , qux fumtis x & y pro Coordinatis , five 
orthogonalibus five obliquangtilis , ex hac xquatione proficif- 
cuntur , ad ordinem primum referemus. Supra autem vidimus 
in hac xquatione tantum Lineam redam contineri , & hanc ob 
Euleri Introduci, in Anal. injin. Toni. 11 . D ' 


Digitized by Google 


r 6 DE LINEARUM CURVARUM 

^ TB - H- rem primus ordo folam Lineam redam in fe complectitur , qnjj 
utique inter omnes Lineas elt fimpliciffima. Cum igitur nomen 
Curvae huic primo ordini non conveniat , hos ordines non Zi- 
nearum curvarum , fed vocabulo latiori limpliciter Linearum 
vocabimus. Ordo ergo Linearum primus nullam Lineam cur- 
vam continet , fed a fola Linea reda exhauritur. 

53. Perinde autem eft five Coordinata? ftatuantur redangular 
five obliquangulac ; quod fi enim Applicata: cum Axe faciant 
angulum <p , cujus Sinus lit ju & Gofinus? , aequatio ad Coor- 

dinatas orthogonales reducetur, ponendo y = ~ & x = 

~ +t(4q.), unde ifta inter Coordinatas orthogonales t Sc 
u , aequatio nafcitur 

o = a + + + 

% r* n 

qus cum non minus late pateat quam prior, utraque enim eft 
generalis , manifeftum eft lignificationem aquationis non reftrin- 
gi , e fiam fi angulus , quem Applicata: cum Axe faciant , redus 
ftatuatur. Hoc idem eveniet in axjuationibus fequentium or- 
dinum generalibus , quae non minus late patebunt , etfi Coor- 
dinats orthogonales llatuantur. Cum igitur atquatio generalis 
cujufque ordinis per determinationem inclinationis Applicata- 
rum ad Axem nihil de vi fua perdat , ejus fignificatunv non 
reftringemus , fi -Coordinatas orthogonales ftatuamus. Qua:— 
cunque enim Linea curva in aequatione generali cujufque ordinis 
continetur , fumtis Coordinatis obliquangulis , eadem Linea cur- 
va in eadem aequatione continebitur , li Coordinatae redangu— 
lae ftatuantur. 

54. Linea: porro fecundi ordinis omnes continebuntur in: 
hac aequatione generali ordinis fecundi. 


Digitized by Google 


ALGEBRAICARUM IN ORDINES DIVISIONE, z? 

Omnes fcilicet Lineas curvas , quas hsc squatio, denotanti- CapITE 
Idus litteris x & y Coordinatas orthogonales , in fe complecli- ^ 
iur , ad ordinem Linearum fecundum numeramus. Sunt igitur 
hs Lines curva: fimplicifTims , quia in ordine primo nulla Linea 
curva continetur, & hanc ob rem a quibufdam Lines curvs 
primi ordinis vocari folent. Lines vero ifts curvs in hac . y 

aquatione contents fub nomine Secliont/ni conicarum vulgo in- 
notuerunt, quia eaedem omnes ex feitiune Coni nafcuntur. Di- 
verfs harum Linearum fpecies funt Circulus , Elllplis, Parabola 
& Hyperbola , quas infra ex aquatione generali deducemus. 

55. Ad tertium porro Linearum ordinem referuntur omnes 

Lines curvs, quas fcqucns aquatio tertii ordinis generalis 
fuppeditat . 

°= * + + ->y+ *x' + txy + {y' + »*' + 6x'y + ixy' + xy* 

fumtis x & y pro Coordinatis orthogonalibus , quia conditio 
obliquitatis Applicatarum ampliorem fignificatum huic squationi 
non inducit, ut jam notavimus. Quia in hac squatione multo 
plures , quam in prscedente habentur litters conflantes , quas 
pro arbitrio definire licet, etiam multo major fpecierum di- 
verfarum numerus in hoc ordine continetur, quarum enume- 
rationem exhibuit Newtonus. 

5 6. Ad quartum Linearum ordinem pertinent omnes Lines 
curvs', quas hsc squatio generalis quarti ordinis exhibet 

® = * + Cx + yy + /x’ -H txy +• ty' -1- »*' -}- Oxy * -f- ucy ' -j- uc ' 

+ + h*y' + rx'y' + $ ry 1 +• „y ' 3 

fumtis x & y pro Coordinatis orthogonalibus , quia obliqui- ’ * 

tas Applicatarum squationi majorem generalitatem non indu- 
cit. Occurrunt ergo in hac squatione quindecim quantitates 
conflantes , pro arbitrio definiends , unde multo major fpecie- 
rum diverfarum varietas in hoc ordine occurrit , quam in prs- 
cedente. Lines ifts quarti ordinis vocari etiam folent Lines 

D 1 
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Iib. II. curva! tertii ordinis, quia Linearum ordo fecundus pro Li- 
’ nearum curvarum ordine primo reputatur ; fimilique modo 

Lines tertii ordinis conveniunt cum Lineis curvis fecundi or- 
dinis. 

57. Ex his jam intelligitur , quaenam Lines curvs ad or- 
dinem quintum , fextum , fcptimum & fequentes pertineant. 
Aquatio autem generalis omnes Lineas quinti ordinis in fe com- 
ple&ens , quia ad squationem generalem quarti ordinis infuper 
accedunt termini , 

f 4 ? » 1 | 4 f 

x ; x y ; x y ; xy ;xy ; y 

conflabit omnino terminis viginti & uno , & squatio genera- 
lis omnes Lineas fexti ordinis continens habebit viginti & odo 
terminos , & ita porro fecundum numeros trigonales. Scilicet 

squatio generalis pro Lineis ordinis n continebit ("H- 

terminos, totidemque in ea inerunt litters conflantes, quas 
pro arbitrio definire licet. 

58. Neque vero quslibet litterarum conflantium diverfa 
determinatio diverfas Lineas curvas producit. Vidimus enim 
in prscedente Capite pro eadem Linea curva , mutatis Axe & 
Abfcilfarum initio, infinitas exhiberi pofle squationes diverfas,* 
unde ex diverfitate aequationum ad eundem ordinem pertinen- 
tium non fequitur Cun arum iis aequationibus indicatarum di- 
verfitas. Quam ob rem in enumeratione generum ac fpecie- 
rum ad eundem ordinem pertinentium , quae ex aequatione ge- 
nerali deducitur, admodum cautum efle opportet, ne eadem 
Linea curva ad duas plurefve fpecies referatur. 

59. Cum igitur ex ordine aequationis, qux inter Coordi- 
natas datur , Lineae curvee ordo cognofcatur , propofita qua- 
cunque aequatione algebraica inter Cootdinatas x & y , flarim 
conflabit , ad quemnam ordinem Linea curva illa aequatione in- 
dicata fit referenda. Primum Scilicet aequatio, li fit irrationa- 
lis , ab irrationalitate liberari, tumque , fi fractiones fuperfue— 
iint, ab Lis purgari debebit * quo lacto maximus dimcnfionum 
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numerus, quem variabiles x & y in ea conftituunt , ordinem, Cap.IIL 
ad quem Linea cun a pertinet , indicabit. Sic Linea curva , 
q-tam hac aquatio yy — ax = o dat , erit ordinis fecundi: 

Linea curva autem in hac aquatione yy = x^( aa — xx) 

(qua ab irrationalitate liberata fit ordinis quarti) contenta 
erit ordinis quarti. Et Linea curva , quam hac aquatio prabet 

~ — - , erit ordinis tertii , quia aquatio a fratftioni- 


y - . - 

bus liberata fit aay -f- xxy = a' 
xxy tres funt dimenfiones. 


axx t m cujus termino 


60. In una eademque autem aquatione plures Linea curva 
diverfa contineri pofiiint , prout Applicata ad Axem vel nor- 
males vel fub data obliquitate conllituta ponuntur. Sic hac 
aquatio yy=aa — xx , fi Coordinata ponantur orti.ogonales, 
prabet Circulum, fin autem Coordinata obliquangula ftatuan- 
tur, tum Curva eritEllipfis. Omnes tamen ifia Curva diverfa 
ad eundem ordinem pertinent , quia redudlione Coordinata- 
rum obliquangularum ad reftangulas ordo Cuna non mutatur. 
Quanquam ergo aquatio generalis pro Lineis curvis cujufque 
ordinis ob angulum , quo Applicata Axi infiftunt, neque la- 
tius neque minus late patens redditur, tamen propofita aqua- 
tione fpeciali Linea cuna in ea contenta non determinatur , 
cifi angulus quem Coordinata inter fe conftituunt , determi- 
netur. 

61. Quo Linea curva ad eum ordinem, quem aquatio in- 
dicat, proprie referatur , necefle eft, ut aquatio in Fa&ores 
rationales refolvi nequeat. Si enim aquatio duos plurcfve ha- 
beat F adtores , tum duas plurefve involvet aquationes , qua- 
rum qualibet peculiarem Lineam cun r am generabit , qua junc- 
tim fumta aquationis propofita vim exhaurient. Hujufmodi 
ergo aquationes in Fadiores refolubiles non unam fed plures 
Curvas continuas in fe comple&untur , quarum quavis pecu- 
liari aquatione exprimi queat ; & qua aliter inter fe non funt 
connexa ; nili quod earum aquationes in fe mutuo fint mul- 
tiplicata. Qui cum fit ueius ab arbitrio nolito pendens , ejuf- 
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I.i9. II. modi Lines curvs non unam continuam Lineam conftituere 
cenferi polTunt. Tales ergo aquationes, quas fupra comple- 
xas vocavimus, producent Lineas curvas non continuas, at- 
tamen ex continuis compofitas , quas propterea complexas vo- 
cabimus. 

» 

6 z. Sic hsc squatio yy=ay -j-xy — ax , qus ad Lineam 
fecundi ordinis elfe videtur A fi ad nihilum reducatur , ut fit 
yy — ay — - xy ax = o conflabit ex his Fadoribus (y — x) 

(y — a ) = o , compleditur ergo has duas aquationes y — 
ar=o & y — a = o, quarum utraque elt pro Linea reda , 
iila fcilicet cum Axe in initio AbfcilTarum angulum femiredum 
confli tui t , hsc vero Axi ad diftantiam = a elt parallela. Duas 
ergo ilis lines reda: ftmul conliderats in aequatione propofita 
yy = ay «-j- xy — ax continentur. Simili modo hsc aequatio 
eil complexa y* — xy' — aaxx — ay' -j- axxy -j- aaxy = o 
neque propterea Lineam continuam quarti ordinis exhibet , cum 
enim Fadores fint(y — x)(y — — cv) tres conti- 
nebit lineas difcretas , duas fcilicet redas & unam Curvam ia 
squatione yy — — ax = o contentam. 

63. PofTunt ergo pro lubitu Lines complexas quscunque for- 
mari , qus compledantur duas plurcfve Lineas live redas five 
curvas ad arbitrium defcriptas. Quod fi enim unius cujufque 
Lines natura exprimatur per squationem ad eundem Axem 
idcmquc AbfcilTarum initium relatam , hsque squationes lin- 
guis , poftquarn ad cyphram fuerint reriuds , in fe multipli- 
centur, prodibit squatio complexa, in qua omnes Lines af- 

Tab.IV. funus fimul continentur. Ita, fi propofitus fuerit Circulus 

Fig. 16. centro C & Radio CA = a defcriptus , ac prsterea Linea reda 
LN per Centrum C tranfiens, squatio pro quovis Axe exhiberi 
poterit , qus Circulum & Lineam redam , quafi ambo unam 
Lineam coniti tuerent , conjundim compledarur. 

64. Sumatur diameter AB , qus cum reda LN angulum 
femiredum confutuat pro Axe , ac fumto initio AbfcilTarum 
in A , vocatifque Abfcifia A P =x , & Applicata P M = y , 
ctit pro Linea reda P M^=CP — a — x, & quia punduqj 
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redae M in' regionem Applicatarum negativarum cadit, erit Ca? IIL 
y = — a + x , feu y — x a = o. Pro Circulo autenj cum 
fn P M‘ = AP.P B ,ob B P=.xa — x , erit yy= iax — xx 
feuyy+xx — iax=o. Multiplicentur jam hx dux xquar- 
tiones in fe invicem ac prodibit xquatio tertii ordinis com- 
plexa 

— \ 

y’ y’ x+y xx — x' + ayy — 1 axy + $axx — taax = o, 

qux tam Circulum quam lineam redam fimul in fe complede- 
tur. Abfciifx fcilicet AP = x relpondere invenientur tres Ap- 

plicatx , binx Circuli & una redx : fit nimirum x = -j- a , fiet 

y' -f- -qay’ ^ aa y 1 a ' = 0 > unde fit primo y -f> 

~ a = o tum divifione per hanc radicem inftituta erit yy — 

3 - aa = o , unde tres valores ipfius y erunt, 

L y=—~a; 

II. y— ~^V 3 i 

III. y — — 

Quafi ergo Circulus cum reda LN unum continuum conf- 
tituerit , ita in xquatione reprxfentatur. 

6 5. Notato hoc difcrimine inter Curvas incomplexas & com- 
plexas , perfpicuum eft Lineas fecundi ordinis vel effe Curvas 
continuas , vel ex duabus Lineis redis complexas ; fi enim xqua- 
tio generalis habet Fadores , hi erunt primi ordinis , ideo- 
que Lineas redas denotabunt, Linex autem tertii ordinis erunt 
vel incomplexx , vel ex una refla & una Linea fecundi ordinis 
complexx , vel ex tribus Lineis redis complexas. Porro Linex 
quarti ordinis erunt vel continux feu incomplexx, vel ex una 
Linea reda & una Linea tertii ordinis complexx , vel ex dua- 

t 

. • ’ 1 
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II. bus Lineis fecundi ordinis complex® , vel ex Linea fecundi 
ordinis una & duabus rectis vel denique ex quatuor Lineis redis 
complex® erunt. Similiter ratio Linearum complexarum ordinis 
quinti altiorumque ordinum ell comparata parique modo enu- 
merari poterit. Ex quo patet in quovis Linearum ordine fimul 
omnes Lineas ordinum inferiorum comprehendi, neque vero 
{impliciter , fed quaelibet ordinum inferiorum complexa cum Li- 
nea vel Lineis redis , vel cum Lineis fecundi , tertii, fequen- 
tiumve ordinum, ita tamen, ut fi numeri fingulorum ordinum 
ad quos Lines fimplices pertinent in unam fummam addantur, 
prodeat numerus, quo ordo Lines complex® indicatur. 


CAPUT IV. 

t 

De Linearum cujufque ordinis praxipuis proprietatibus. 

66. J n t e r prscipuas proprietates Linearum cujufque or- 
dinis primum locum tenet earum concurfus cum Linea reda , 
feu interfectionum multitudo, quas Linea reda cum Lineis cu— 
jufque ordinis facere potelt. Cum enim Linea primi ordinis , 
feu reda , ab alia Linea reda nonnifi in unico pundo fecari pof- 
fn , Line® curv® autem in pluribus pundis a Linea reda fecari 
queant ; merito ergo quiri folet in quot pundis Linea curva 
cujufque ordinis fecari polii t a Linea reda utcunque duda: ex 
ipfa enim hac qusflione natura Linearum curvarum ad varios 
ordines pertinentium melius cognofcetur. Reperietur autem 
Linea fecundi ordinis a reda in pluribus quam duobus pundis 
fecari non polle : Linea autem tertii ordinis a reda in pluribus 
quam tribus pundis fecari nequit, & ita porro. 

6j. Supra jam mentionem fecimus modi , quo determinari 
poteft in quot pundis Axis cujufque Curv® ab ipfa Curva 
fccetur. Data enim iquatione inter AbfcifTam x & Appli- 

catanj 


Digitized by Google 


ORDINIS PRAECIPUIS PROPRIETATIBUS. 33 

catam y , quia ubi Curva pundum in Axem incidit , ibi Ap- 
plicata y fit = o , ponatur in aquatione y=o, atque aqua- 
tio refultans , qua tantum x continebit, monftrabit valoresipfius 
x , hincque Axis punda , ubi Curva ipfum fecabit. Ita in aqua- 
tione pro Circulo, quam fupra invenimus', yy=zax — xx , 
fi ponamus y=o , fit o = zax — xx , unde duo valores 
ipfius x refultant , jc=o & x—za, qui indicant Axem RS 
v primo in ipfo Abfciflarum initio A , tum vero in pundo B , 
exiftente AB=za , a Circulo interfecari. Similique modo 
in aliis Lineis curvis , pofito in aquatione y=o , radices ipfius 
y indicabunt interfediones Curva cum Axe. 

68. Quoniam in aquatione generali pro quavis Curva, Li- 
nea reda quacunque vicem Axis fuflinet , fi in aquatione ge- 
nerali ponatur Applicata y=o, aquatio remanens indicabit 
in quot pundis Linea curva a reda quacunque trajiciatur. Pro- 
dibit autem aquatio AbfcilTam folam x , tanquam incognitam , 
compledens , cujus Gngula radices oftendent interfediones Cur- 
va cum Axe. Pendebit ergo interfedionum numerus a ma- 
xima ipfius x in aquatione poteftate , hincque major efle non 
poterit quam exponens fumma ipfius x poteftatis. Tot vero 
erunt interfediones, quot exponens maxima poteftatis ipfius 
x continet unitates, fi omnes radices aquationis fuerint reales , 
fin autem aliquot radices fuerint imaginaria , interfedionum 
humerus tanto erit minor. 

69. Cum igitur pro quovis Linearum ordine aquationes ge- 
neraliflimas exhibuerimus ; ex iis , modo expofno , invenire 
poterimus , in quot pundis Linea cujufque ordinis a reda qua- 
cunque fecari queant. Sumamus ergo aquationem pro Lineis 
primi ordinis feu pro Linea reda generalem, o==ct-j-€*-f- 
yy , ex qua, pofitoy=o, fit o =«. + €*, qua aquatio 
plus una radice habere nequit , unde patet Lineam redam ab 
alia reda in unico pundo fecari. Sin autem fit £=o , aquatio 
o=a. impoflibilis indicat hoc cafu Axem a Linea reda nuf- 
quam fecari, erunt enim amba ha Linea reda inter feparallela,- 
uti patet ex aquatione o=a-f-yy » qua oritur fi £=o. 

Euleri Introduci, in Anal, injin, Tom. II. E 

\ 


Caf.IV. 


Tab. IV. 
Fig, 16. 
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Lib. II. 70. Si in atquatione generali pro Lineis fecundi ordinis 

o=a + Qx + yy + Sxx -f- i.xy + fyy 
ponamus y=o, prodibit hxc atquatio 

o = o + + Sxx , J 

quas aequatio vel duas habet radices realcs, vel nullam, vef 
etiam unicam fi S=o. Hinc Linea fecundi ordinis a Linea 
refla vel in duobus punflis fucabitur , vel in unico , vel nuf- 
quam. Qui cafus omnes fic in unum comprehendi pofliint , ut 
dicamus Lineam fecundi ordinis a Linea refla plufquam in duo-* 
bus punftis fecari non polle. 

7 1 . Si in xquatione generali pro Lineis tertii ordinis pona- 
mus j=o , prodibit hujufinodi «quatio 

. 1 ' . o =0 -J- y xx -J- Sx\ 

qux cum plures tribus radicibus habere nequeat , perfpicuum. 
efl Lineas tertii ordinis a Linea refla in pluribus quam tribus 
punflis fecari non pofle. Fieri vero poteil ut Linea tertii or- 
dinis a Linca.refla in paucioribus punflis fecerur, nempe vel in 
duobus , fi £=o , & aquationis o = a-f- + yxx ambas 
radices fuerint reales ; vel in unico fi fuperioris xquationis 
dux radices fuerint imaginaris, aut fi fit & S = o & y = o ; 
vel etiam nufquam fi S= o & reliqua: «quationis amb« radi- 
ces fuerint imaginaris, quod idem evenit fi € , y , & £ eva- 
nefcant, at afuerit quantitas non xquaiis nihilo. 

71. Simili modo colligetur Lineas quarti ordinis a refla in 
pluribus quam quatitor punflis fecari non poffe; hatcque Pro- 
prietas ad omnes Linearum ordines ira extendetur , ur Lines 
ordinis n a Linea refla in pluribus quam n punflis fecari ne- 
queant. Neque vero hinc fequitur omnem Lineam ordinis n 
a quavis Linea refla in n punflis fecari, fed utique fieri potefl 
Ht numerus interfeftionum fit minor , imo fubinde prorfus nul- 
lus , uti de Lineis fecundi Sc tertii ordinis annotavimus. In 
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hoc ergo tantum propofitionis vis eftpofita, quod inrcrfedio- Cat.IV 
num numerus major nunquam efTe poflir , quam exponens or- ” “ 

dinis ad quem Linea curva refertur. 

73. Ex numero igitur interfedionum , quas Linea reda qua- 
cunque cum data Linea curva facit , ordo ad quem Linea curva 
pertineat , definiri non poterit. Si enim interfiedionum nume- 
rus fit =n , non fequitur Curvam ad ordinem Linearum /1 
pertinere , fed ad quemvis ordinem fuperiorem seque referri 
poterit : quin etiam fieri poteft ut Curva ne quidem fit alge- 
braica fed tranfcendens. Excludendo aurem femper tuto afiir- 
mari poteft , Lineam cun am , qua» a reda in n putidis fece- 
tur, ad nullum Linearum ordinem inferiorem pertinere pofte. 

Sic , fi propofita Linea cun’a a reda in quatuor pundis fcce- 
tur , certum eft , eam neque ad ordinem fecundum , neque 
tertium referri ; utrum autem in ordine quarto , aut fuperiori 
quopiam contineatur , an fit tranfcendens , hinc dijudicari noa 
poteft. 

74. vEquationes generales, quas pro Lineis cujufque ordinis 
exhibuimus, plures continent quantitates conflantes arbitrarias , 
quibus fi valores determinari tribuantur, Linea curva penitus 
determinabuntur, atque ad datum Axem ita deferibentur , ut 
reliqua: Lines curva omnes , qua quidem in eadem aquatione 
generali continebantur , excludantur. Ita , quamvis in aquatione 
primi ordinis o=x-\-Cx -\-yy fola Linea reda contineatur j 
tamen ejus pofito refpedu Axis infinitis modis variari poteft , 
pro diverfis infinitis valoribus quantitatum conflantium «,€,7. 
Quamprimum autem his quantitatibus conflantibus definiri va- 
lores tribuuntur, pofitio Linea reda’ determinatur , utprater 
hanc nulla alia aquationi fatisfacere queat. 

• 75. Hac igitur aquario o =r* + Cx +yy tres determi- 
nationes admittere videri pollet , ob tres conflantes arbitrarias 
y. Verum ex natura aquationum intelligitur aqua- 
tionem jam determinari , fi tantum ratio inter has conflantes 
definiatur, fcilicet ratio binarum ad unam; ex quo ifla aqua- 
tio duas tantum admittet determinationes. Si enim 6 & y 

E i 

1 

* . ' 
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Ljb. II. per a. ita determinentur utfit£ = — «.& y = 1«, aequatio 
o = a — clx + iay , quia a. per divifionem exit , jam prorfus 
erit determinata. Similem ob rationem aiquatio generalis pro 
Lineis fecundi ordinis , qua? fex continet conflantes arbitrarias , 
quinque tantum admittit determinationes , aquatio generalis 
pro Lineis tertii ordinis novem ; & generaliter aquatio generalis 

pro Lineis ordinis n patietut 0 ^ — i deter- 

minationes. 

7 6. Semper autem ifls conflantes arbitraria: ita definiri poA 
funt ut Linea curva per datum pundum tranfeat , hocque 

Tab.IV. modo una determinatio orietur. Sit enim propofita arquatio 
' 7 - generalis pro quovis ordine Linearum , quas ita definiri debear, 
ut Linea curva per datum pundum B tranfeat. Sumto pro lu- 
bitu Axe, in eoque Abfcillarum initio ^4 , demittatur ex pundo 
B in Axem perpendicularis Bb , atque manifeflum efl , fi 
Curva tranfeat per pundum B , tum pofito intervallo A b pro 
x , perpendicularem Bb praebere valorem Applicatae y. Quare 
in aequatione generali propofita , loco x fublli tuatur Ab, & 
Bb loco y, ficque orietur aquatio, ex qua una quantitatum 
conflantium <x.,€,y,£, < , &c. , definiri poterit; quo fado 
omnes Curvae , quae in aequatione generali hoc modo determi- 
nata continentur , per pundum datum B tranfibunt. 

77. Si Linea curva infuper per pundum C tranfire debeat, 
inde ad Axem perpendiculo Cc demifIo , & in aequatione po-' 
fito x = Ac & y = Cc , nova orietur aequatio ex qua pariter 
.una ex quantitatibus conflantibus a, €, y, &c. , definietur. 
Eodem modo inteiligitur fi tria pundafi,C,D prsfcri- 
bantur , per quae Linea curva tranfire debeat , inde tres conf- 
tantes definiri ; ex quatuor autem pundis 5 ,C, D,E qua- 
tuor litteras conflantes determinationem accipere. Quod fi ergo 
.tot punda , per qu® Linea curva tranfeat : proponantur quot 
determinationes a:quatio generalis admittit, tum Linea curva 
penitus erit determinata , ideoque unica , quas quidem per 
omnia punda propofita tranfeat. 
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78. Cum igitur aquatio generalis pro Lineis primi ordinis, Cap.IV. 
feu pro Linea reda , duas tantum determinationes admittat , 
propofitis duobus pundis , per qux Linea primi ordinis , feu 
reda, tranfeat, Linea reda penitus determinatur; neque per 
duo punda data plures quam una Linea reda duri poterunt, 
quod quidem ex Elementis intelligitur. Sin autem unum tan- 
tum proponeretur pundum , tum , ob aquationem nundum de- 
terminatam , adhuc infinita Linea reda per idem pundum 
duci poliunt. 

- 79. Aequatio generalis pro Lineis fecundi ordinis quinque 
admittit determinationes ; unde fi quinque proponantur punda , 
per qua Linea curva tranfire debeat , Linea fecundi ordinis pe- 
nitus determinatur. Hanc ob rem per quinque data punda 
unica Linea fecundi ordinis duci potefl ; fin autem quatuor 
tantum vel pauciora punda proponantur , quia iis aquatio nun- 
dum penitus determinatur, innumerabiles Linea, qux omnes 
fint ordinis fecundi per ea duri poterunt. Quod fi autem 
quinque illorum pundorum tria in diredum jaceant , quia Linea 
fecundi ordinis a reda in tribus pundis .fecari nequit , nulla 
Linea curva continua reperietur , fed prodibit Linea complexa, 
dua nempe Linea reda, qua , uti jam monuimus , in aquatio- 
ne generali fecundi ordinis continentur. 

80. Quia porro aquatio generalis pro Lineis tertii ordinis 
novem determinationes admittit , per novem punda pro libitu 
afTumta Linea tertii ordinis femper duci poterit , atque unica. 

Sin autem numerus pundorum novenario fuerit minor, tum 
per ea innumerabiles Linea tertii ordinis duci poterunt. Simili 
modo per quatuordecim punda data unica Linea quarti ordi- 
nis , per viginti punda unica Linea quinti ordinis duci pote- 
rit , & ita porro. Atque in genere Linea ordinis n determi- 
nabuntur per tot punda quot hac formula 1 H 1 ) _ 

j — — + ? . ) continet unitates ; ita ut , fi numerus punc- 
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Lis. II. {oram datorum fuerit minor, per ea pundla innumerabiles Ii- 
nea; ordinis n duci queant. 

8r. Nifi ergo plura pumila , quam — — , proponantur, 

femper una vel infinitas Lines ordinis n per ea duci poterunt : 
unica fcilicet , li numerus punctorum datorum fuerit = 
& infinitx , fi fit minor. Nunquam autem. Ut- 
cunque hic pumila fuerint difpofita , folutio evadet impoflibi- 
lis , determinatio enim coefficientium a. , £ , y , £ , &c. , nun- 
quam refolutionem asquationis quadraties vel altioris pOtefla- 
tis requirit, fed tota -per aequationes fimplices abfolvetur. Ex 
quo neque unquam .valores imaginarii pro quantitatibus x, £ , y, 
ikc. , reperientur , neque valores multiformes; haneque ob cau- 
fam femper Linea realisper propofita pmxila tranfiens prodibit j 
atque unica , fi quidem tot puncta proponantur , quot deter- 
minationes aquatio generalis admittit. 

Si. Quoniam Axis pro lubitu afliimi potefl , ifla coefficien- 
tium determinatio facilior fiet , fi Axis per unum pumilorum 
datorum ducatur, atque initium AbfcilTarum in ipfo hoc pumilo 
A fiatuatur ; fic enim pofito x = o fieri debebit y = o , unde 
in aequatione generali propofita 

o = > -J- Cx 4- yy -f tx' -f- ixy -j- -f- »** -f- &c. , 

fatim fit x = o. Deinde Axis quoque per aliud pun<ilum 
datorum tranfire poterit , quo patilo numerus quantitatum, 
quibus pofitio pumilorum datorum definitur , minuetur. Deni- 
que , loco Applicatarum orthogonalium ejufmodi obliquangul* 
eligi pofiitnt , ut Applicata in initio AbfcifTarum dufla pariter 
per pumilum flatum tranfeat. Curvas enim cognitio & conf- 
truciio ex atquatione atque facile deducitur , five Applicati or-> 
thogonales live obliquangulx flatuantur. 

Ti*'.V 9 u ® ratllr Linea fecundi ordinis quas per quinque data 

p t ,‘\ s,' pumila.//, B, C, D, & £ tranfeat, ducatur Axis per duo 
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punda A,B : fumaturque initium AbfcilTarum in altero ^ ap.TV. 
punfto A. Tum jungatur hoc pundum A cum tertio C , fuma- 
turque angulus C AB pro obliquitate Applicatarum. Quare ex 
reliquis pundis D & E ad Axem ducantur Applicata? Dd & 

E e illi AC parallelae. Ponatur AB = a ; AC —b; Ad= c ; 

Dd = d ; A e = e , & e E =/; atque fumta aequatione ge- 
nerali Linearum fecundi ordinis 


o = a -f- Cx -J- yy -J- $x' -j- ixy -f- 
manifeftum eft 

pofito fore 


x 

X 

X 

X 

X 


o 

o 

a 

c 

c 


y = o 

y = b 

y = 0 

r = d 

y =f 

Hinc orientur fequentes quinque aequatione» 

I. o 

II. o = «. -f- yb -}- (b' 

III. o = ot -f- (o<7 -f- $a' 

. IV. o = ct -f- Cc *f- yd -f- S 'c -f- tcd -j- 

V. o = «. + €e -f" yf -j- Se' + tef -f- 

Erit ergo «.= o;y = — ^b ; € == = 5' a , qui valores ia 
reliquis fubftituti dant ' ^ 


o = — — £bd + Scc + tcd + Qdd 

o =_ — {bf -+- Ut + tef + {ff 

multiplicentur fuperior per ef & inferior per cd & altera ab 
altera fubtrahatur , ut eliminetur t, ac proveniet 

o = — Sacef — £ bdef + Sccef -f- £ ddef 
+ Sacde -f- £ bedf — Scdee — £ £ dff 
feu 


N 


r 
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J- b d e f bcdf ddtf + cdff 

{ aede ace/ edet -(- ccef ‘ 

unde fit 

£ = df{be — bc — de -f- cf) 

£ = ce {ad — af — de + cf) 

hineque omnes coefficientes determinabuntur. 

84. Determinatis autem hoc modo omnibus coefficientibus 
aquationis generalis 0=«, -j- Cx yy -(- &c. , 

fuper Axe afTumto & fub conftituta Applicatarum obliquita- 
te , Linea curva deferibetur per punda infinita per aquatio- 
nem invenienda , hacque Linea curva tranfibit per omnia 
punda propofita. Si aquatio generalis plures admittat deter- 
minationes quam fuerint punda propofita , tum reliquis pro 
lubitu afiiimtis Linea curva per fingula punda data deferibe- 
tur ope aquationis omnino determinata. Tribuuntur autem 
Abfcilfa x fuccefiive plures valores tam affirmativi quam ne- 
gativi uto, i,i, 3 , 4, J, 6 , &c. , & — 1, — 2, 
— 3 , — 4 , &c. , ac pro fingulis ex aquatione inveftigan- 
tur valores Applicata y convenientes , ficque plurima innotef- 
cunt punda latis vicina , per qua Curva tranfibit , ex quibus 
proinde tradus Curva facile perfpicietur. 


CAPUT 


Digitized by Googlfc 

d 



V 

DE LINEIS SECUNDI ORDINIS. 41 

Cap.V 

CAPUT V. 

De Lineis fecundi Ordinis. 


85. Qui a in Linearum ordine primo fola Linea reba con- 
tinetur cujus indoles jam fatis ex Geometria dementari 
conllat , Lineas secundi Ordinis aliquanto diligentius 
contemplemur , quod es inter omnes Lineas curvas fint 
fimpliciflims , atque per totam Geometriam fublimiorem 
ufum habeant amplidimum. Prsdits autem funt ids Lines, 
qua: etiam Sectiones CosiC/i vocantur , plurimis 
infignibus proprietatibus , quas cum antiquidimi Geometra: 
eruerunt , tum recentiores amplificarunt. Harumque pro- 
prietatum cognitio adeo neceflaria judicatur , ut a plerifque 
Auboribus datim pod Geometriam dementarem explicari 
foleant. Quoniam vero id* proprietates omnes non ex uno 
principio derivari poffiint , fed alias squatio patefecit , alias 
generatio ex Sebione Coni , alias denique alii defcribendi 
modi , hic tantum eas proprietates invedigabimus , quas Aqua- 
tio fola fine aliis fubfidiis fuppeditat. 

\ 

8 6 . Confideremus ergo squationem generalem pro Lineis 
fecundi ordinis , quae ed 

o = «. + £ x + y y + $x' + i x y + £ yy , 

quam aquationem ita comparatam ede odendimus , ut, quo- 
cunque angulo Applicatae ad Axem inclinats da tuantur , ea 
tamen Jemper omnes Lineas fecundi Ordinis in fe compleba- 
tur. Tribuatur jam ifti aquationi hsc forma 

yy + Ssdpir + I*k+££±.* =0 . 

ex qua patet cuique Abfcifls x refpondere vel duas Applica*. 

Euleri Introduc}, in Anal. infui. Tom. II. F 


V 
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Tab. V. 
Fig. 19. 


Tab. V. 
Fig. 10. 
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tas y , vel nullam , prout bina: radices ipfius y fuerint vel rea-i 
les vel imaginarias. Quod fi autem fuerit £ = o tum unica 
quidem Applicata lingulis AbfeilTis refpondebit , altera abeunte 
in infinitum , quam ob rem ille cafus liollram indagationem non 
turbabit. 

87. Quoties autem ambo ipfius y valores fuerint rcalcs; id 
quod evenit, fi Applicata PMN Curvam in duobus pundlis 
AI & N interfecat, erit fumma radicum P AI + PN = — 

*- T - ~ 7 = ^ ‘ - —A: t fumta redla AEF pro Axe, A 

pro initio AbfcilTarum , & angulo APN, quo Applicata: Axi 
infillunt, pofuo obliquo pro lubitu. Quod fi ergo fu b eodem 
angulo ducatur quxvis alia Applicata npm , cujus quidem va- 
lor pm cfl negativus, erit eodem modo pn — pm = 

— gujjtj-aJjatm- hsc aquatio a priori, erit P AI + 

pm + P N — pn = ^ ^ p . Ducantur ex 

pundlis m & n redis Axi parallelx , donec priori Applicat® 

occurrant in pundlis p. & v , eritque AI p -f- Nv ^ - , f eu 

fumma Mp + Nv ad Pp feu mp feu nv rationem habebit 
conflantem ut t ad Ratio fcilicet hxc perpetuo erit ea- 
dem , ubicunque in Curva ducantur redis AI N & mn , dum- 
modo cum Axe datum faciant angulum , atque redis nv & 
mp Axi parallelx ducantur. 

83 . Si Applicata PAIN co promoveatur, quo pundla Ai 
& N coincidant , tum Applicata tanget Curvam ; ubi enim dti® 
interfcdliones conveniunt , ibi Linea fecans abit in tangentem. 
Sit igitur K C I ejufmodi tangens, cui ducantur parallelx quot- 
cunque rcdlx AI N, mn, Curvx utrinque occurrentes , cujuf- 
modi redlx vocari folent Chordje & Ordinat je. 
I um ex pundlis AI , N , m, n ad tangentem producantur rccl® 
AII, NIC ; (kmi , nkAxi prius alfuniro parallelx. Quia nunc 
intervalla CK , Ck ad contrariam pundli C' partem cadunt. 
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negative capi debebunt. Hinc erit CI — CK :MI=i : £ Cap. V. 
& C i — Ck: mi = t : ? ; ideoque C I — C K : M I = 

Ci — Ck : mi fcu MI: mi = CI — CK: Ci — Ck. 

89. Quia pofirio Axis refpeflu Curvs eft arbitraria , reflae 
MI , NK, mi , n k pro lubitu duci poterunt, dummodo in- 
ter fe fuerint parallela: : critque femper MI : mi = CI — 

CK: Ci — Ck. Quod fi ergo refla; parallela; MI ScNK 
ita ducantur ut fiat C/ = CK ; quod evenit fi parallela; MI 
& NK ftatuantur reflx CL, qua; ex contaflu C dufla Ordi- 
natam ilfA/dn L bifecat : tum , ob CI — CK = o, fiet quo- 
que Ci — Ck = {CI — CK) = o. Quare produfla 

refla C L \n l , quia, ob mi & ni pariter ipfi CL parallelas, efl 
ml = Ci 8 tnl = Ck, erit ml = nl. Unde fequitur reflam 
CLl , qua; ex punflo conraflus C dufla unam Ordinatam M N 
tangenti parallelam bifecat , eandem omnes Ordinatas mn 
eidem tangenti parallelas bifariam fecare. 

90. Cum igitur refla CLl omnes Ordinatas tangenti ICK 
paralias in duas partes ecquales fecet , hsc Linea CLl vocari 
folet Diameter Linea fecundi ordinis feu Sectionis conica. 

Hinc innumerabiles in unaquaque Linea fecundi Ordinis duci 
poliunt Diametri , quia in fingufis punflis Curvae datur tangens. 
Ubicunque enim data fuerit tangens ICK , ducatur una qusvis 
Ordinata M N hinc tangenti parallela , qua in L bifefta, erit 
refla C L Diameter Lines fecundi ordinis , omnes Ordinatas 
tangenti IK parallelas bifariam fecans. 

91. Ex his etiam fequitur, fi refla Ll duas quafvis paral- 
lelas Ordinatas MN & mn bifecet , eandem efie omnes reli- 
quas Ordinatas illis parallelas bifefluram : dabitur enim alicubi 
refla Curvam tangens IK his Ordinatis parallela, ideoque dabitur 
Diameter. Hinc nova habetur methodus in data Linea fecundi 
ordinis innumerabiles Diametros inveniendi ; ducantur enim 
pro lubitu duae Ordinatae feu Chordae A 1 N 8 t mn inter fiu pa- 
rallela , quibus bifeftis in L & / , refla per hsc punfla dufla om- 
nes reliquas Ordinatas illis parallelas pariter bifecabit , eritque 


Digitized by Google 


IIB. II. 


Tab. V. 
1 -ig. 19. 


Tab. V. 
Fig- ai. 


44 DE LINEIS 

propterea Diameter. Atque ubi Diameter produdla Curvam 
fecat in C , per id redla IK Ordinatis parallela dudlaCurvan* 
in pundto C tanget. 

91. Ad hanc proprietatem nos manuduxit confideratio funi- 
m® binarum radicum iplius y ex aquatione 


yy 


I + | * Ta: + f3r + a — o. 


Ex eadem vero aquatione conflat fore produdlum ambarum 

radicum P M. P N = ■ x x x v , qux expreflio -■ T ~^- Fdl 2 

ve! duos Faiflores habet fimplices realcs vel fecus. Illud eve- 
nit fi Axis Curvam in duobus pun&is E &. F fecet , quia enim 


his in locis fity =0, erit J x xJr ^ xJ 'T-* =0 , hincque ra- 
dices ipfius x erunt A E & AF , atque adeo Fa&ores ( x — 
AE)( x — A F ) ita ut fit — J ii 1 Liiu — _ i. ( , v — A E) 


(x — A F) = P E.P F ob x = AP. Hanc ob rem 

ergo erit P M. P N= P E. P F : feu redlangulum P M. 

P N ad redlangulum P E. P F conflantem habebit rationem ut 
£ ad £ ubicunque Applicata 'P Ad N ducatur, dummodo fit an- 
gulus NPF aflumto, quo Applicat® ad Axem inclinari po- 
nuntur , squalis. Erit ergo fimili modo , G ducatur Applicata 


mn ob E p & pm negativas p m. p n = i p E. p F. 


93. Dudla ergo redla quacunque PE F Lineam fecundi or- 
dinis fecante in duobus punctis E , F , fi ad eam paralie!® du- 
cantur Ordinat® quotcunque NMP, npm,e rit kmperFAL 
P N: P E. P F = p m.p n: p E. p F, utraque enim hujus pro- 
portionis ratio ®quatur £ : Simili modo fi, quia ‘Axis 'po- 

litio cfl arbitraria , recla P MN fumatur pro Axe, atque ipft 
P EF alia quacunque parallela ducatur c qj' , erit quoque PM. 
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PN-. PE. P F=.qAI. qN : qe : qf=pm. pn: pE.pF. Ergo Cvr. V. 
alternando qe. qf : pE.pF=qM.qN: pm.pn. Datis igi- 
tur duabus Ordinatis parallelis ef St EF , fi alis quacunque 
dua: Ordinatas inter fe parallelas AINSt mn ducantur, illas fe- 
cantes in punflis P ,p, q y r, erunt has rationes omnes inter 
fe aquales. P M. P N : P E. P F = p m. p n : p E. p F= q M. 
q N : qe.qf = rm. rn : re. rf. Quas eft altera proprietas gene- 
ralis Linearum fecundi ordinis. 

94. Si igitur duo Curvas punfla AI St N coincidant , refla 
P M N fiet Curva tangens in concurfii illorum duorum punc- 
torum , abibitque reflangulum P AI. P N in quadratum ipfius 
P AI vel P N , unde nova tangentium proprietas obtinebitur. 

Tangat nimirum refla C P p Lineam fecundi ordinis in punfla 
C, St ducantur lineas quotvis PAIN,pmn inter fe paralie!?’, 
quas ergo omnes cum tangente eundem angulum conftituaar. 

-• Ex proprietate igitur ante inventa erit. 

P C* : P M. P N = p C' :p m. pn , 

feu quascunqne Ordinata AI N ad tangentem fub angulo dato 
ducatur, erit femper quadratum reflas C P ad reflangulum PAI X 
PN in ratione conflante. 

95. Indidem etiam fequitur , fi Lines fecundi ordinis duca- Tad. V. 
tur Diameter quacunque CD, omnes Ordinatas A1N, mn Ln- 
inter fe parallelas bifariam fecans , atque ipfa Diameter Curva: 
occurrat in punflis duobus C & D , fore 

CL.LD : LM.LN—CUDi lm. In. 

Cum autem fit LAI— LN , St lm=.ln , erit LM' : lm'=s 
CL. LD : Cl. ID , feu perpetuo erit quadratum femiord nares 
LM ad reflangulum CL LD in ratione conflante. Hinc 
fumta Diametro CD pro Axe, & femiordinatis LM pro 
Applicatis , reperietur atquatio pro Lineis fecundi ordinis. Sit 
enim Diameter CD—a, Abfcifia CL = x & Appiicata 
ob LD^=.a — arerit, y’ ad a# — xx in ratione 
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Iib. II. conflante , qua: fit ut h ad k , unde orietur ifla pro Lineis fe- 
cundi ordinis xquatio yy = y ( ox — xx ). 

Tab V 9^* Ex ambabus autem jam inventis Linearum fecundi Or- 

Fig. \i. dinis proprietatibus conjundim alix erui poterunt proprietates. 
Dentur in Linea fecundi ordinis dux Ordinatx inter fe paral- 
le!x A B & CD % & compleatur, quadrilaterum A C D 11 , 
quod fi jam per pundum quodcunque Curve AI ducatur Or- 
dinata MN illis AB & CD parallela fecans redas A C & 
ED in pundis P & Q, erunt partes P M & Q N inter fe 
aquales. Nam reda, qux bifecat Ordinatas duas ABtkCD 
inter fe parallelas , bifecabit quoque Ordinatam A1N : at , per 
Geometriam eiementarem , eadem reda bifecans latera A B 8c 
CD quoque bifecabit portionem P Q. Cum igitur linex AIN 
& PQ in eodem pundo bilecentur , neceffe efl ut fit A1P = 
N Q & M Q = NP. Dato ergo , prxter quatuor Linex fe- 
cundi ordinis punda A , B , C , & D , quinto AI ex eo rc- 
perietur fextum N , fumto NQ:=MP. 

97 . Cum jam fit AI Q. QN ad B Q. DQ in ratione conf- 
tante , ob QN = A1P erit quoque AI P. AI Q ad B Q. DQ 
in eadem ratione conflante. Scilicet , fi aliud quodcunque Cur* 
vx pundum , uti c , fumatur , & per id reda Gc Hipfis AB , & 
CD parallela ducatur donec lateribus AC B D occurrat in 
pundis G & H , erit quoque c G. c H ad B H. D H in eadem 
ratione conflante ,ideoque c G. cH : B H. DH= AlP. AiQ : 
E Q. D Q. Quod fi autem per AI bafi B D parallelx du- 
catur II MS Ordinatis parallelis AB , C D occurrens in R & 
S, erit , ob B Q = A I R Sc D Q = AIS , hxc quoque ratio 
A IP. M Q : AI R. AIS conflans. Si igitur per quodvis Cur- 
vx pundum M dux ducantur redx , altera A1PQ lateribus 
oppofitis AB , CD parallela , altera vero RlMS bafi BD pa- 
rallela , interfediones P , Q, R, Sc S ita erunt comparatx, 
ut fit AlP. AIQ ad MR. AIS in ratione conflante. 

98 . Si loco Ordinatx CD, qux pofita efl ipfi A B pa- 
rallela , ex pundo D alia quxeunque D c in ejus locum fubf- 
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tituatur, &Chorda Ac jungatur: ita ut nunc redx MQ&cRMS, Cap. V. 
dudx, ut ante, per M lateribus AB & BD parallelae , latera 
qitadrilareri ABDc fecent in pundis p , Q, R 8 cs; fimilis 
proprietas locum habebit. Cum enim fit MP. MQ: BQx 
D q=cG. cH: BH. DH feti MP. M Q : MR. MS = 
c G. c H : BH. D H , ob redam RS ipfi BD parallelam & 
xqualem. Triangula vero fi mi lia APp, A Gc & DSs, c II D, 
prxbent has proportiones Pp: A P = Gc : A G; feu , ob A P : 

A Gz=BQ :BH, hanc Pp : B Q z=Gc :BH : altera fimilitudo 
dat hanc DS , ( M Q ) : S s = c H : DH, quibus conjundis fit 


MQ. Pp: MR. S s = cG.cH : B H. D H , ob B Q=MR. 

Hxc proportio cum fuperiori collata praebet 

MP. M Q: MR. MS—Pp. MQ : MR.Ss , 

unde addendo antecedentes & confequentes fit 

MP.MQ: MR. MS — Mp.MQ : MR. Ms , 

ubicunque ergo fumantur punda c & Afin Curva , erit femper 
ratio Mp. MQ ad MR. M s eadem , dummodo redx MQ 
& Rs per M ducantur Chordis AB & B D parallela. Ex fu- 
periore vero proportione fequitur fore MP : MS =Mp : Ms. 

Cum igitur , variato pundo c , tantum punda p & s mutentnr, 
erit Mp ad Ms in data ratione , utcunque pundum c varietur, 
dum pundum M fixum fervatur. 

99. Quod fi quatuor quxeunque punda A, B ,C, D in vr - 
Linea fecundi ordinis fuerint data , eaque jungantur redis , e ' 
ut habeatur trapezium inferiptum ABDC, proprietas Sedio- 
num conicarum latiffime patens ex prxcedenti deducitur. Sci- 
licet , fi ex Curva: pundo quovis M ad fingula trapezii latera 
fub datis angufis ducantur redx MP, AI Q, MR & MS , 
erunt femper redangula binarum harum linearum ad oppofita la- 
tera dudurum inter le ia data ratione, nempe erit MP. MQ 
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Tab. II. ad MR. MS in data ratione eadem , ubicunque punctum M 
’ in Curva capidtur , dummodo anguli ad P , Q, R Si S iidem 

ferventur. Ad hoc oftendendum ducantur per M dua: redtx 
Mq Sc r s , illa lateri AB hsc lateri BD parallela , . ac no- 
tentur interfectionum cum lateribus trapezii pundta p ,q , r Si s: 
eritque per prius inventum Mp. Mq ad Mr. Ais in data ra- 
tione. Propter omnes autem angulos datos data: erunt ratio- 
nes AI P : Mp , MQ: Mq , MR: Mr, & MS:Ms, ex 
'quibus fequitur fore MP. AIQ ad MR. MS in data quo- 
que ratione. 

Tab. VI. ioo. Quoniam fupra vidimus , fi Ordinata? parallela: MN, 
l: i' 2 4- m n producantur , quoad tangenti cuipiam C Pp occurrant in 
' P Si p , fore P M. P N : C P' =pm. p n : Cp\ Quare, fi 
punita L Si l noteotur , ut fit P L media proportionalis inter 
P AI Si P N , pariterque pl media proportionalis inter pm Si 
P n , erit P V : C P* = pl' :C p' ; ideoquc erit P L: C P = 
pl: Cp , unde patet omnia punita L , l in Linea reita per 
punctum contaicus C tranfeunte efle fita. Quare , fi una Ap- 
plicata P AI N ita fccetur in L ut fit P L' = P M. P N, redta 
C L D per punita C Sc L duita omnes reliquas Applicatas 
pmn ita quoque fecabit in / ut fit p l media proportionalis in- 
ter p m Si pn. Vel , fi dua? Applicata: P N Sc p n ita in punitis 
L Si l feceutur , ut fit P L' = P AI. P N & p V = p m. p tt 
rgita per LSil produita per punitum contadus C tranfibit, 
atque omnes reliquas Applicatas illis parallelas in eadem ra- 
tione fecabit. 

Ta*. vi. ioi. His Linearum fecundi ordinis proprietatibus, qua? ex 
i ‘ t ’ 1J : forma aquationis immediate confequuntur , expolitis ; progre- 
diamur aci alias magis reconditas inveftigandas. Sit igitur pro* 
pofita aquatio pro his Lineis fecundi ordinis generalis 

- • ; . ‘ . i **’• 

. (sx-ha-).. i 

yy + - — £-y-r =° > .. . • •. 

ci qua cum cuivis Atfcifl* AP = x , duplex Applicata f 

nempe 
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nempe P M & P N refpondeat , pofitio Diametri omnes Or- c * r - v ' 
dinatas MN bifariam fecantis definiri poteft. Sit enim I G 
ifta Diameter , quas Ordinatam MN fecabit in pundo medio 
L y quod ergo pundum eft in Diametro, Ponatur P L = { ; 

& , cum fit ^ P M + ~ P N , erit j * , 

feu quse eft aequatio pofitionem Diametri 

I G prsbens. 

ioi. Hinc porro longitudo Diametri IG definiri poterit, 
qus dat loca bina in Curva , ubi punda M & N coincidunt , 
feu ubi fit PM=PN. Ex aequatione vero dantur P M -\- 
PN= ** y & PM. PN = lxx+ f x + * , unde fit 


(P M — phy = (P M + P Ny — ‘4 P M. P N = 
(■' — * («y — x + {yy — 4«0 — Q> f eu 

2 ( 2. C tf »v) yy A a.? . • ■ 

** 4 7 ^ - * + K—iif = 0 * CUJUS s fi uano,lls 

propterea radices funt AK & AH ita ut fit AK-\-AH= 
4C'—i,y & AR AH = yy—A*J : hinc fit ( AH — 

1 « 4 f ( «e 4 S' ( x 

AKY = K H ’ — «y V — 4( * « — 4^0 ( yy — 4*0 

> 1“ 4^0' 

At eft I G' = - KH‘ , fi quidem Applicat® Axem 

normales ftatuantur. 




ioj; Sint ift® Applicat® , quas hic fumus contemplati , nor- 
males ad Axem AH ; nunc vero hinc quaeramus aquationem 
pro Applicatis obliquangulis. Ducatur ergo ex quovis Curva 
pundo Af ad Axem Applicata obliquangula Mp faciens cum 
Axe angulum MpH t cujus Sinus fit == p. & Cofinus = v. 

Sit nova Abfcifla Ap=t , Applicata pM=u t erit = /j. 
& ^ = jr, unde erit y=/uu & ar=f + rtf , qui valores 
Euleri Introduci, in Anal. injin. Tom. IL G 
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in aquatione inter x & y , qua erat o = «, + Cx + yy + 

$ x x -J- txy -f- £ yy , fubftituti prabent 

o oc + €f “t* r € u -{” % tt -f- 1 1£ tu t f Jcu 

+ pyu + pttu p* tuu 

+ PP(““ 

feu * 

.... r ( ( ;« « 2 r <f ' ) t+ny + rC) u f f t -\- C t x 

uu + ^TTTt+ttt 1 — °* 


104. Hic ergo iterum quavis Applicata duplicem habebit 
valorem , nempe pM&t pn : quare ordinatarum Mn Diameter 
ilg pari modo ut ante definietur. Scilicet, bifedta Ordinata 
Mn in / erit/, punchim in Diametro. Ponatur ergo pl=v , 
erit v = rJI ± 1 « = ~ . t * *+ ■ » '* > '—»y— ’ Demittatur 
ex / in Axem y/ H perpendiculum / q , ac ponatur A q = p , 
ql = q, erit p = — & r = ^ = LlZZl } unde fit v = 


- 2 - , &c t = p — v v = p — — . Subftituantur hi valores 

.t* . ; P 

in aquatione inter r & v ante inventa T & prodibit 

9 ,u ( p Irfp-^ttq-^-lrrrq : /u i« y t C 

f* 2/< /x £ 1 ftr • -t- Ir r f 7 

feu 

^PpC, + pvt)q + (ppe zpv$)p + ppy pr£ = o, 

feu 

( 2 A*^+ '0 ? + ( P* + zrS)p^-yp+vC—O y 
qua aquatione pofitio Diametri i g definitur. 


105. Prior Diameter IG , cujus pofitio per hanc aquatio- 
nem determinabatur i({ + <Af + y=o, produdVa cum Axe 
concurrat in O , erirque AO — Hp ; Fiinc fit P O = 

- ■ — — x t & anguli LOP tangens erit = — 7 - = 


Digitized by Google 


SECUNDI ORDINIS. 


fi 

& tangens anguli MLG, fub quo Diameter IG 

l ' i<> 

Ordinatas M N bifecat erit = — \ Altera vero Diameter ig 
produ&a Axi occurrat in o , eritque Ao = , & 

anguli Aoi tangens erit = Cum jam anguli AOL 

tangens fit = A. ambae Diametri fe mutuo interfecabunt in 
pun&o quodam C , facientque angulum OCo= Aoi — AOL t 
cujus propterea tangens eft = 4 ^ —^ An- 

gulus autem , fub quo haec altera Diameter fuas Ordinatas bi- 
fecat, eft Mloz=. 180* — Ipo — Aoi: hujus propterea tan- 

cens eft — m ?+ . 
gens ut — pm+ipit — — ,,,* 


io 6 . Inquiramus autem in punftum C , ubi hae duae Dia- 
metri fe mutuo interfecant : ex quo ad Axem perpendiculum 
C D demittatur , ac vocetur A D = g , C D = h ; eritque 
primo, quod C in Diametro I G extat , x ^ h + ( g -f-y=o. 
Deinde , quia C quoque in Diametro i g reperitur , erit 

( + +»€=o. 

Subtrahatur hinc prior aquatio per /li multiplicata , ac remanebit 

»tA-j-ii , S‘5' + »€ = o>le u «A + x5 , g + C = o. . 


Ex his fit h = — - = ~ ’ ideoque 

• (»— 4K)g aal€ <~V f *&g=» & h = 


In quibus determinationibus cum non infint 

*« .4 i' < 1 

quantitates /it &» , a quibus obliquitas Applicatarum pMn 
pendet , manifeftum eft pun&um C idem manere , utcunque 
obliquitas varietur. 


G «. 
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107. Omnesergo Diametri IG & ig fe mutuo in eodem 
pundto C decuflant : quod ergo fi femel fuerit inventum , om- 
nes Diametri per id tranfibunt ; ac viciflim omnes redi® per 
id dudhe erunt Diametri , quae omnes Ordinatas fuh certo 
quodam angulo dudtas bifecent. Cum igitur hoc pundlum in 
quavis Linea fecundi ordinis fit unicum , in eoque omne» 
Diametri fe mutuo decuflent , hoc pundium vocari folet Cen- 
trum Sectionis conica. Quod ergo ex aquatione inter x & y 
propofita 

o = a + + y y + $ x x -+- t xy + y 

ita invenitur , ut fumta A D = 1 C '■ , capiatur C D = 

t* — r 

lyt Ct 

n — 4X c 

108. Supra autem invenimus efle A K + A H = 

* jr7 • funt autem IK & GH perpendicula ex ter- 
minis Diametri I G in Axem demifla ; unde perfpicitur efle 
A D = y > atque ideo pun&um D erit medium in- 

ter pun&a K & H. Quam ob rem Centrum quoque C in 
medio Diametri I G erit fitum ; quod cum de quavis alia 
Diametro aque valear , confequens ert non folum omnes 
Diametros fe mutuo in eodem pundto C decuflare , fed etiam 
fe invicem bifariam fecare. 

TA».vir. 109.. Sumamus nunc quamcunque Diametrum AI pro Axe 
Fig. 16. ad quem Ordinat® M N applicat® fint fub angulo APM=q, 
cujus Sinus = m & Cofinus = n. Ponatur AbCaftaAP — x 
& Applicata P M = y , cujus cum duo fint valores squales 
alter alterius negativus eorumque adeo fumma = o , aqua- 
tio generalis pro Linea fecundi Ordinis abibit in hanc formam 
yy=a. + £* + yxx qu® , fi ponatur y= o , dabit pun&a 
G & / in Axe , ubi is a Curva trajicitur ; aquationis fci- 
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licet *x+-* + -o radices erunt x = A G & x = 

y y < 

A I; ideoque habebitur AG + AI = , & AG. AIz= 


C 


Cum igitur Centrum C in medio Diametri G I fit po- 

fitura , facile reperietur Centrum Sedionis conica C. Erit enim 
^ /i G "(■ -A T £ 

\ . ly ’ 

iio. Cognito jam Centro Sedionis copica C , in Axe 
AI, id convenientifiime pro initio Abfcifiarum accipietur. 
Statuatur ergo CP = t, quia manet P M=y , oh x = 

AC — CP = — t , prodibit hac aquatio inter Coor- 

dinatas t & y 

yy= cc — ^ + ^ — Sr + + >rr 

fea 


yy — cL~ - + ytt. 

Pofito igitur x loco t , habebitur aquatio generalis pro Linei» 
fecundi ordinis , fumta Diametro quacunque pro Axe , & Cen- 
tro pro Abfcifiarum initio , qua , mutata conflantium forma , erit 

yy = oi — £xx. Pofito ergo y = o fiet CG = C/=V y» 

ideoque tota Diameter GI erit = i V -f-' 

m. Ponatur x = o , ac reperietur Ordinata per Centrum 
tranfiens E F : fiet fcilicct C E = C F= V «. ; ideoque tota 
Ordinata E F^= i V «t; qua, quia per Centrum tranlit , pa- 
riter erit Diameter, cum illa GI angulum faciens ECG=q. 
Hac autem altera Diameter EF bifecabit omnes Ordinatas 
priori Diametro GI parallelas; fada enim Abfcifla AP ne- 
gativa , Applicata aC verfus I cadens manebit priori P M 
aqualis ; & , cum eidem fit parallela , punda ambo M junda 
dabunt Lineam Diametro GI parallelam-, ideoque bifecandam 
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Lib. II. a Diametro E F. Hae igitur ambae Diametri GI & E F it* 

1 inter fe funt afFedae , ut altera bifecet omnes Ordinatas alteri 

parallelas , quam ob reciprocam proprietatem ha: duae Diametri 
inter fe conjuca.tze appellantur. Si igitur in terminis 
G & I Diametri GI ducantur redae alteri Diametro E F pa- 
rallela: , tangent hae Lineam curvam , fimilique modo fi per 
E & F ducantur reda: Diametro G I parallela ea: tangent Cur- 
vam in pundis E & F. 

iii. Ducatur nunc Applicata quavis MQ obliquangula ; 
fitque angulus A Q M = <p , ejus Sinus = yu. & Cof. = ». 
Ponatur Abfcifla C Q = t , & Applicata M. Q = u , eritque 
in triangulo P M Q ob ang. P MQ=<p — q ac propterea 
fin. P M Q = jj. n — f m , y : u : P Q = yu. : m : p. n — t rn 
hincque y = & P Q = ^ u n ^ m -~ , unde x = t — • 

P O — t — ^ un Subftituantur hi valores in sequa- 

lione fuperiori yy = a — &xx, feu yy + £ — ct= o, 

ac orietur 


— tm)’) uu — i£m(pn — vm)tu-\-<Zrn tt — ec m =o t 
ex qua Applicata u duos obtinet valores Q M & — Q n 
eritque Q AT — Q n = m )f . Bifecetur Or- 

dinata M n in p , eritque reda Cpg nova Diameter iecans 
omnes Ordinatas ipfi Mn parallelas bifariam , eritque Qp=x 

C m (nn t m) t 

/t u -f- C ( n n r /n ) ‘* 

113. Obtinetur autem hinc anguli G Cg tangens =* 
? %+£ q~p’ vel mig.GCg= & “"*• 

t*r s - r&h = • * eft 

angulus fub quo nova: Ordinat® M.n a Diametro gi bife- 
p^ntur. Porro vero erit Cp' — C Q’ + Qp' + 1 t. C Q x 
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Qp ... At 4 4 -1C n' n( UT! vm) -\~ce uu( un rm)' 


5 * 


id£oqn ' 

Q _ ___ ( M* 4~ 2.g,«n( inn >w) -j~ £ £ (a 11 T m )') 

/* H -\r 6 (pn t m)‘ 

Ponatur C p = r & p M = s , critque t = 

( u _u -f- C ( u n » m )‘) r 


Ca r. V. 


A t VlA‘"4~ AC A‘ n lA < n rm)-\-CC(nn r m )‘ ) 

Qp __ $ _j_ ( «n rm ) r 


— & U = S 4 * 


A*V » m ) -f- C C [/i n r m )‘j’ 


qui valores porro dant 

P * i r m) r 

y — + Vi > 


( vm)s 


ft r 


. . V ( ) ’ 

unde ex squatione yy 4~ <oxx — « orietur 

(f*f* 4 ~g C un rm)')sf i f ( '/ u 4 “ ? ( « n » m )’ ^ rr 

m ,n T 't* i C n n {/x/i — — vni / -J- CC ^ fJ.il tui 

OL = O. 

114. Vocemus jam femidiametrum CG=f & femicon- 
jugatam CE = CF=g , eritque /=V~ & g=\la. y feu 

*=gg & : unde fit yy +&£jj,— gg, p 0 . 

namus porro angulum G C g = p , erit wng. p = 

VTneT^—r^y At * ob an S l,lum GCE — q , fi pona- 
tur angulus ECe = tzr , erit >4 (>Af = p = ^ 4- -sr ; ideo- 
que /x ==/zn, (q + tt) ; v = cof ( q , m~ fui. q & 

n = co/T q. Ergo tang. p = _ — f A?.' ? 

^ fci- ( ? 4 * » j 4 ” c - ‘f x 

C. ta ng . q. tang, -g » f , , 

tang. q -J- tang. -o 4* f Al/Jg - . « ’ 

tfn. p == — f. /q . ? . /?». -r 

V (/*/* + r /n ) -|r- C C. l^u/j V m) 1 ) 9 

t ». 

atque 
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Ln. II. fcu + — v m)' = (_/?n. (^-|--nr) *)-}-£ 0 &*. a*)’ ; 

quibus valoribus in fubfidium vocatis prodit illa aequatio inter 

_ &• c ((/»”• g-h^ )* + 5 (fin.n)‘)ss , + + 

(An-gV ^ 0fi(fin.q)‘ (fin.*)‘ 

(ftn.pY a=0. At efl /3 = tang. p.fri. (? + -) — __ 

* ' CyZ/ 2 . 5 CQj» q . fJ/ 7 £. p ). jlJI. IT 

*»ng. p. ( fang. ? + tnng. m ) _ g g __ cot. t. raag, ? + i j. 
lang. t ( rang. q toag. p ) .// cot. p. tang. q I * 

tang. q = Yfi+gg u n de plurima confedaria deduci 

° 1 gg cot. p //. cot. ir r 

poliunt. Erit vero U = f - . f - fc/ * + * j . 

r y/ fin. « fin. ( q p) 

x 1 5 . Sit femidiameter Cg=a, ejulque femidiameter con- 
jugata C = 6 ,* erit ex aequatione ante inventa , 

y?n. q. fin. it ^ a. fi 


& 5 = 


A*-/» v ( (An- $ 4“ * )* 4~ fi {fin* » j* ) 

gg. /?a. A a - ir 

yia. p V i U (A*- ( g + * ) )‘ + B ( A«- ■»)* )’ 

/ , . ... , r — (hitt 77 » ^inc cflt a ’ b = 

y ( // ( A n - (jT T ) ) +• g? (A n - * ) ) 

g. fin. 7r : / fin. p. Eft vero porro ( fin. ( ^ + tt ) )’ + 
5 / (/«•*-)* = ^;[g~j (./ 2n - (g+«0 +fin.p.fin.yr) 


An. g- ( A”- ( g + * )• A»»- ( ? + * 

A"- ( g P ) 

fit- An. it fin. q. fin. ( g p) 


P ) 


unde fiet a = 


g*£L* v ;.f CUj ob u = 

A/M. P An. ( 5 4 - ir) fin. (3 -f-jr p)* // 


fin. p. fin. (g-f--*) er ; t a —.fJ .A"-g-.An.(y + x) 

fin. it. fin. {q p) * 7 


& 


b — ir ij An. ?• A°-(g p) 

° V A"- C g + » )• A‘n. ( s -|- ir p ) 


fin. (q p).fin. (g + tr p) 

ergo erit 


a : b — fi. fin. ( q -jr * ) : g- fi in • ( ? — /0 & a b =. 

±L.fi±JL. 


fin. ( 3 ■+• * p)’ 


it 6. Si 
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1 16. Si ergo in Sedtione conica bina: Diametri conjugatae ^ AP - 
habeantur, GI , EF Scgi, ef, erit primo 

C g: C t = C G.Jln. E C e : C G. fin. G C g. 

Ergo 

fin. G C g : fin. E C e = C E. C e : C G. C g. 

& fi chordae E e & Gg ducantur, fiet hinc Triangulum C Gg= 
Triangulo CE e. Deinde erit C g : C e = C G.fin. G C e : C E. 
fin.g CE, feu Ce.C G.fin. G C e= CE. C g. fin. g C E : unde, 
fi ducantur chordae Ge & g E , erunt Triangula G CeSigCE 
inter fe aequalia , feu e regione erit Triangulum ICf = Trian- 
gulo iCF. Ultima vero aequatio ab. fin. (q tt — p) = 
fg.fin. q dabit C g. C e. fin. g Ce= CG.C E. fin. G C E. Quod 
ii ergo ducantur chordae h G & e g , vel e regione F I Si.fi 
erunt pariter Triangula IC F SiiCj iqualia : unde fequitur om- 
nia parallelogramma , quae circa binas Diametros conjugatas 
defcribuntur , inter fe e(Te aequalia. 

117. Habentur ergo tria triangulorum paria inter fe aequa- 
lia , nempe , 

I. Triangulum F Coaequale Triangulo I Ci. 

II. Triangulum fCI aequale Triangulo F C i. 

III. Triangulum FC I aequale Triangulo f C i. 

Unde fequitur fore trapezia Ff C I Sii I C f inter fe iqualia ; 
a quibus fi auferatur idem triangulum fCI, erit Triangulum 
Flf= Triangulo Ifi : qui cum fuper eadem bafi fi fint 
conftiruta, neceffe eft ut fit chorda Fi chordi fi parallela. 

Porro itaque erit Triangulum FIi = Triangulo ifF, ad qui 
fi addantur triangula iqualia FCI Scf C i , erunt quoque hic 
trapezia inter fe iqualia FC Ii = i CfF. 

11 8. Hinc etiam deducitur methodus ad quodvis Linei T-.b.vii. 
fecundi ordinis pundlum M tangentem M T ducendi. Sumta ^‘ 8 - 2 7 * 
enim Diametro G/pro Axe, cui conjugati femifiis fitFC, 

ex punflo M ipfi C E parallela ad Axem ducatur MP , qui 
erit femiordinata , ac P Nz= P M. Du6ta C M, qui erit 
Semidiameter, quiratur ejus Semidiameter conjugata CK , cui 
iangens M T quifita erit parallela. Sit angulus G C E = q j 

Euleri Introduci, in Anal. infn. Tom. II, H 
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Lib. H. GCM = p & E CK — ts ; erit , uti vidimus, === 
ScMC—CG V T . At 

fin. ‘K.Jin. ( q p ) Jin. (q p).]in. ( q -\- ir q ) 

in Triangulo CMP cft MC = CP' + MP' + i PM X 
C P. cof.q. & MP :MC=fin.p :Jin.q. & MP : CP= fin.p : 
fin.{q — p). Deinde in Triangulo CMT, ob angulos datos» 
erit C M : CT : MT = fin. ( q -J- tt ) : fin. ( q + tt — p ) : 

fin.p. Hinc , angulis eliminatis , erit MC = C G V 

feu C G = C P. C T. Hinc erit C P : C G = C G : CT, 
unde politio tangentis expedite invenitur. Erit autem ex hac 
proportione dividendo CP : P G = C G :TG ; &ob C G =: 
C I componendo C P : IP = C G iTI. 


/-i f C E' fin. p. fin. e C K' 

1 19 . Curn fit 7 T77T — J r A- — H -3 - ( & 7-77: = 

7 C Cr fin. v.Jin. ( q p ) C M 

fin. p. fin. ( q p) ; C M‘ fin. q. fin. ( q + T ) 

fin.p. fin. ( q p) * ^ CG‘ fin. ( q p ) fin. ( q ir p) 


C K' fin. q. fin. [ q p ) 


' C E • — ” 'fin. ( q -f* » )• fin. ( J -j~ ir ■ 

fin. p. fin. ( q 4~ 9 ) ~4~ fin. fin. ( q - 
fin. t. fin. (, q p ) 


_ e ri t CE‘ + CG' _ 
-p)’ Cii' *“ 


jlL 


& CK ‘ + CAf'_ _ 
* CM * — 


f" p ' r,n ' f ^ + At eft fin. A. fin. B = 

Jin 'B.Jin. ( q-\~ * ) J J 

cof. ( A=B ) i cof. (A -\-B) & viciflim -L cofi. A — 

coJ.B=.fin. yi ~^ 11 .fin. ^~^- . Unde erit fin.p. fin. (q-j-ir) + 
fin.w.finfq — p) = ~~ cof.(q+w — p ) — ~cof.(q+7r+p) + 

T c0 /(? — ^ — p) — r c °J‘Xq + vr — p) — \ cof. {q — ct — p)— 
~ cof.(q+7r+p)=fin.qfin. Qj+tt). Atqu efin.p.fin. (q — p) -j- 
fn.7r.fin.(q + u) = L-cof.(q — 1 p) — j- cof q + cof. q — 
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\cof.(q + %vr)\=cof.{q—%p) — ~ cof.(q + lzr) = 

fin. ( q + & — p ).fin.(p + zr ). 

Hinc ergo erit 

CE‘ + C G' fin. g. fin. ( p -f~ v ) 

C G‘ Jin. *. Jin. ( q p ) * 

& 

C K' -j- C M' Jin. ( g -f- p ). J in. ( p -}- ir ) 

C' A/' t* ./&»• ( J 4" * ) * 

unde conficitur 

CE' + CG' CG' fin. q. fin. ( g — — ir ) C G' C Af» 

t’X'-(-C'Af CAf* ' Jin.{q p).Jin\ yt-ir /> ) C‘Af‘ ' t' G‘ ’ 

Quare erit C£' +CG‘ = C K 1 + C M' , ideoque in eadem 
Linea fecundi ordinis fumma quadratorum binarum Diametro- 
rum conjugatarum femper eft conflans. 

no. Cum igitur dentur duae Semidiametri conjugat® CG 
& C E , pro Semidiametro CM ad lubitum aflumta flarim 
repetitur ejus femidiameter conjugata CK fumendo CK = 
V(C£‘ + CG' — C M'). Ex fuperioribus ergo Seflionum 
conicarum proprietatibus erit T G. TI : TM‘ = C G. C I : 
CK' = C G‘ : C K' = C G' ; C E' + C G‘ — C M‘ { ideo- 
que TM' — CG^ c E ^ j ~(TYi L M ~ • Simili modo, fi 
produfla Ordinata MN , ducatur tangens NT, an.bs tan- 
gentes MT & NT. Axi T I in eodem punflo 7 occurrent. 
Erit enim pro utraque CP : C G = C G : C T. At vero 

dufla refla CiVerit TN=CG^ C E ‘^f G G '.~ C M ‘ , 

adeoque T M' : T N' = CE' + C G' — C M' : C E' + 
C G' — CN'. Erit vero, ob bifeftam MNm P , fin. C TM : 
Jin. CTN = TN : TM=^(CE' + CG‘ — CN ') : 
V(C£’ + CG' — CM'). 

m. Ducantur in terminis Diametri A Sx.fi tangentes AK , 
B L , ac producatur tangens quatcur.que AIT donec utramque 
tangentem fecet in punflis K & L. Sit EC F Diameter con- 
jugata , cui tum Applicat® A1P tum' tangentes AK BL t 

H i 


Caf. V. 


Tsu.vrr. 
Fig. i3. 
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^ 1B - n. erunt parallelae. Cum jam fit , ex natura tangentis , CP : 
CA — CA:CT ob CB — CA erit CP : AP — CA: 
AT, & C P : B P = C A: B T ergo CP :C A = C A: 
C T—AP: A T—BP : B T , hineque AT :BT= A P 
B P. At eft AT : BT = A K : B L , ergo A K : B L = 

A P : BP. Deinde eft A T= ; B T= i 

& p T= £ A c £ P + AP = S P c * P ergo AT -.P T = 
C A : B P = AK : P M ; fimilique modo erit BT : P T = 
CA : AP = BL: P M; unde fit AK=^^—, BL=z 

~~ & AK . B L = At eft AP .BP : 

P M' = AC‘ : CE' , unde confequitur ifta egregia proprie- 
tas A K. B L = CE' , ex qua porro fit A K = CE V & 

BL—C E V &. A P : BP = AK' : C E’ = C E' : 
B L' = K M : ML , atque AK:BL = KM:LM. 

m. In quocunque vergo Curvae punefto M ducatur tangens 
occurrens tangentibus parallelis AK, B L in K & L, erit fem- 
per Semidiameter C E tangentibus AK & BL parallela me- 
dia proportionalis inter A K & B L , feu erit CE' = A K x 
B L. Quod fi ergo in alio quocunque Curvae pun&o m fimili 
modo ducatur tangens kml , erit quoque CE' = Ak.Bl> 
ideoque AK : Ak = Bl : BL ; hineque erit quoque AK • 
Kk = BT. LI. Secent tangentes KL & kl fe mutuo in o , 
eritque A K : B l = A k : B L = K k : L 1 = ko : lo = K o : 
Lo. Atque hae funt prscipuae Se&ionum conicarum proprie- 
tates, ex quibus Newtonus plurima inlignia problemata 
refolvit in Principiis. 

113. Cum fit AK : Bl= Ko : Lo , fi tangens LB pro- 
ducatur in I ut fit B /= AK , erit I pundlum , ubi tangens 
ex altera parte ipli KL parallela hanc tangentem LB eflet lec- 
tura , quemadmodum K in tangente L K eft pun&um , ubi ea 
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a tangente A K ipfi B L parallela fecatur. Tranfibit ergo refla 
IK per Centrum C , ibique bifariam fecabitur. Quodfi igitur 
duas quaecunque tangentes B L, ML , modo praslcripto in I 
& K producantur , ea:que a tertia tangente Imo in punflis / & o 
fecentur , erit B I : B l = K o : Lo , & , componendo , IB : 
J/ = Ko :KL, ubicunque ergo tertia tangens Imo ducatur 
erit perpetuo IB . K L = 1 1 Ko. Dufta ergo quarta tan- 
gente quacunque Xp.u binas primum afiumtas I L & K L fe- 
cante in X & » , erit pariter I B . K L — / X . K u , ideoque 
II . K o = IX . K u feu II : /X = K u : Ko. Duflis ergo reflis 
lu , X o , in qua ratione has fecabuntur , refla per feftionum 
punfla tranfiens in eadem ratione fecabit reftam I K. Qu3re 
fi reflas /«& Xo bifecentur, refla per bifeflionis punfla tran- 
fiens , bifecabit quoque reflam IK ideoque per Centrum Seflio- 
nis conicae C tranfibit. 


114. Quod refla n m II J quas reflas lu , Xo in data ratione 
fecat ; in eadem ratione fecare debeat reflam K I, fi quidem 
fuerit J 7 : /X=R u \ K o , feu /x :Xl = Ko : o u , hoc modo 
ex Geometria oftendetur. Secet refla mn utramque lu &Xo 
in ratione m: n , feu fit X m : m o = In : n u = m : n , & ea 
produfta trajiciat tangentes I L, &. KL in Q & R ; eritque 

fin. Q '.fini R — Ru - — : TZ Ql : R» ’ ei S°Q l - 

R u = Q X : R o , & dividendo l X : o u = Q X : Ro= Q l : 
R «. Cum vero fit /X: o u = Ix.Ko,e rit quoque QI:RK= 

l\: ou, & yin. Q: fin. R = yy : At eftquoquey?n. Q: 

R = fi ‘fi- =57 •• 7= .HK = m :» = 

Xm : mo = In :nu. 


115. Datis duabus Semidiametris conjugatis C G . C .E, quas 
angulum obliquum GCE=q inter fe comprehendant, fem- 
per reperiri poterunt duas aliae Semidiametri conjugata? C M 
& C Ai quae angulum MC K reftum conftituant. Sit angulus 
G C M=f, & pofito E CK = 7 r , erit q + 71 p = 9 0 • 


Cap. V. 


T A B. 
VIII. 
Fig. 30. 


T A B. 

VII. 
Fig. »7- 


D(giti2ed by Google 


6 i 

tra. II. ideoque^tn. w = 


DE LINEIS 


cof. ( q — p ) & fin. ( q -J- -ar ) = cof. p. Unde 

• , * _ v - CE' fin. p. coi. p. fin. i p 

( CAT 5. x 1 9. ) ent c Q, fin.[q pj.coj: (q p) Jin. 1 (? p ) " 

7 — — - 1 P 7 ; ergo j~=fin. iq.cot. ip — cof.iq. 

fin. Iq.co/.ip cof. I q.fia. ip ’ 0 C E J 1 r J ” 

ex quo fit cot. a G C M = cor. 2. q + - , qus aequatio 

femper praebet folutionem poffibilem. Erit vero -7,-7^. = 


CC‘ 


fjno 


lan ~ q > unde p = tan s- q — 


fin. q. cof. p 
fin. (q p) CM 2 

tang. q. At cum fit CM' + CK' = CG' + CE' & 

CK. CM= C G.CE.fin.q. ; erit CM+ C K == <J{CG' + 
•lCG.C E. fin. q + CE' ) & CM—CK = V(CG* — iCGX 
C E. fin. q-\- CE') unde ipfa: Diametri conjugatae orthogonales 
reperiuntur. 


Tab.vh. n 6 . Sint igitur CAfk.CE amba: Semidiametri conjuga- 

1? ' tae Sectionis conicae orthogonales , qua: vocari folent D 1 a- 
metri principales, fefe in Centro C normaliter de- 
cuflantes. Sit Abfcifla CP = x, Applicata PM=y , erit- 
que , uti vidimus , yy = ct — € x x , vocatis autem Semidia- 
metris principalibus A C = a, C E = b erit «, = b b & £ = 

, unde fit yy = bb — ‘I 113 aquatione intelli- 

gitur, cum non mutetur , five x & y fumantur affirmativae five 
negativae, Curvam effe habituram quatuor partes li miles & 
aquales utrinque circa Diametros AC & E F litas. Erit nempe 
quadrans ACE fimilis & aequalis quadranti ACF , hifque bini 
pares ad alteram partem Diametri E F funt pofiti. 

117. Si ex Centro C , quod pro initio Abfciflarum afTiim- 
fimus, ducamus rc&am C AI , erit ea = V (xx-j-yy ) = 
V ( b b — b - + x x ) , unde intelligitur , fi fiierit b = a, 
feu C E = C A , fore C AI = V b b = b = <7. Hoc ergo 
cafu omnes reiflae ex Centro C ad Curvam produche inter le 
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erunt aquales; quae , cum fit proprietas Circuli , manifeftum eft c ' r - v> 
Sedionem conicam , cujus binae Diametri conjugata principa- 
les fint inter fe aquales, efle Circulum , cujus adeo aquatio 
inter Coordinatas orthogonales , pofitis CP = x & P M=y t 
erit yy=aa — xx , exiftente Radio Circuli C A = a. 

118. Sin autem non fuerit b = a, reda CM per x ratio- 
naliter nunquam exprimi poterit. Dabitur autem aliud punc- 
tum D in Axe , a quo omnes redae ad Curvam dudae D M 
rationaliter exprimi pofiunt ; ad quod inveniendum , pona- 
tur CD=f, atque ob DP=f — x erit D M' =ff — 

!/*+*»+ M - = bb +ff- ifi + 

expreflio quadratum evadet fi fuerit ff = ^ aa bb) [ h _ b _ -\-ff) ^ 

o = aa — bb — ff^unde fit f=+^(aa — bb ) , hujufmo-' 
di ergo pundum dabitur geminum in Axe A C , utrinque fci- 
licet a Centro in diftantia CD = ^(ab — bb). Erit autem 

tum DM' = aa — %x^(aa — bb) ■+■ hincque 

D M— a — *'/( ai — bb Fado CP= o , 

fiet DM=DE—a=AC, fumta autem AbfcifTa CP=CD, 
feux=V ( aa — bb) , reda DM abibit in Applicatam DG, 

b b CE * ^ u 

eritque ergo DG=-=^, feu fiet DG tertia propor- 
tionalis ad A C & CE. 

1x9. Ob fingularem hanc proprietatem , qua punda D hoc 
modo definita gaudent , illa Diametri principalis punda om- 
nino attentione funt digna ; plurimis aliis autem haec eadem 
punda praedita funt eximiis proprietatibus , ob quas peculiaria 
nada funt nomina. Vocantur vero ifia punda Foci feu um- 
bilici Sedionis conicae ; & , cum in Diametro majori a fint 
pofita , illa Diameter a fua conjugata b ita diftinguirur , ut ea 
vocetur Axis principalis & tranjverfus ; dum altera b ejus Axis 
conjugatus appellatur. Applicata vero orthogonalis DG in ipfo 
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Lib.II. Foco alterutro ere&a nomen semiparametri obtinuit, 
' rota enim parameter eft Ordinata in D , feu DG bis 
fumta , qua etiam latus reclum nuncupatur. Eft ergo Semiaxis 
conjugatus CE media proportionalis inter Semiparametrum DG 
& Semiaxem tranfverfium A C. Termini porro Axis tranfverfi , 
ubi is a Curva interfecatur , vocantur Vertices , ut 
atque hanc habent proprietatem ut iis in locis tangens curvs 
fit ad Axem principalem A C normalis. 

, 130. Ponatur femiparameter DG = C; & diftantia Foci a 

Vertice AD = d , erit C D = a — d = ^ (aa — bb) & 

D G = y = Cj unde fit bb=ac, & a — d=^(aa — ac): 

ergo ac = iad — dd , & n=' & b=d V ~j e Er 

datis ergo diftantia Foci a Vertice AD=d & femilatere 
redlo D G = c , Se&io conica determinatur. Pofito nunc 

C P == x erit DM=a — (j d)x — -~i 

a id C d 

Sit DP= t , erit x—CD — t = ^ c ' — t ; unde 

fit DM = c + -• Vocetur angulus ADM=v , 

erit -jpft — — cof. v , ideoque d. D M = c d + (d—c) 

D M. cof. v & D M= tof p , & co/ v = 

d{DM — DG) ' 

(d — e)DM * 


CAPUT 
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' Cap.VI. 

CAPUT V L 

De Linearunt fecundi ordinis fubdivifione in genera. 

13 1. Proprietates, quas in Capite prscedente elicuimus, 
in omnes Lineas , qus ad ordinem fecundum pertinent , 

*que competunt ; neque enim ullius varietatis , qua. ifts 
Lines alis ab aliis diftinguuntur , fecimus mentionem. Quan- 
quam autem omnes Lines fecundi ordinis his expofitis pro- 
prietatibus communiter gaudent , tamen es inter fe ratione ■ 
figurs plurimum differunt ; quamobrem Lineas in hoc ordine 
contentas diftribui convenit in genera , quo facilius diverfs 
figurs , qus in hoc ordine occurrunt , diltingui , atque proprie- 
tates , qus tantum in fingula genera competunt , evolvi queant. 

131. Aequationem autem generalem pro Lineis fecundi 
ordinis , mutaudo tantum Axem & AbfcifTarum initium , eo 
reduximus , ut omnes Lines fecundi ordinis contineantur in hac 
squatione y y = <*. J rQx-\-yxx,'m qua x & y denotant 
Coordinatas orrhogonales. Cura igitur pro qualibet AbfcifTa 
x Applicata y duplicem induat valorem , alterum affirmativum 
alterum negativum , ifte Axis , in quo Abfcifls x capiuntur , 

Curvam fecabit in duas partes fimiles & squales; eritque adeo 
ifte Axis Diameter Curvs orthogonalis , atque omnis Linea 
fecundi ordinis habebit Diametrum orthogonalem , fuper qua , 
tanquam Axe, Abfciffas hic afTumo, 

133. Tres igitur ingrediuntur in hanc squationem quanti- 
tates conflantes ct, C, & y : qus , cum infinitis modis inter fe 
variari poflint , innumerabiles varietates in Lineis curvis orien- 
tur , qus autem vel magis vel minus a fe invicem ratione 
figurs diferepabunt. Primum enim eadem figura infinities ex 
propofita squatione yy = ot. + &x -+• -y x x refultat ; variato 
uumpe AbfcifTarum initio in Axe , quod fit dum AbfcifTa .v 
Euleri Introduci, in Anal. infn, Tom. II. I 


V 
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II. data quantitate vel augetur vel minuitur. Deinde eadem quo— 
que figura , fub diverfa magnitudine in aequatione continetur , 
ita ut infinitae Line» curvae prodeant r quae tantum ratione 
quantitatis a fe invicem differant , uti Circuli diverfis Radiis 
defcripti. Ex quibus manifeftum eft , non omnem litterarum 
a , 6, & y variationem diverfas Linearum fecundi ordinis fpecies 
vel genera producere. 

134. Maximum autem difcrimen in Lineis curvis quae in 
aquatione yy = a.-J-€* + y xx continentur, fwggerit natura 
coefficientis y , prout is vel affirmativum habuerit valorem vel 
negativum. Si enim y habeat valorem affirmativum , pofita 
Abfcifla x infinita , quo cafu terminus y xx infinities major eva- 
det quam reliqui J-C x, ac propterea expreflio x -\r&x + y xx 
affirmativum obtinet valorem , Applicata y pariter duplicem 

• habebit valorem infinite magnum , alterum affirmativum alte- 
rum negativum , quod idem evenit fi ponatur x = — co , quo 
cafu nihilominus expreflio x-\-G>x-\-yxx induet valorem 
infinite magnum affirmativum. Hanc ob rem , exiftente y quan- 
titate affirmativa , Curva quatUor habebit ramos in infinitum 
excurrentes , binos Abfciffx x = + cc & binos Abfciffi» *== 
— co refpondentes. Has igitur curva: quatuor ramis in in- 
finitum excurrentibus pradits unum Linearum fecundi ordinis 
genus conllituere cenfentur , atque nomine Hyperbolarum 
appellantur. 

135. Sin antem coefficiens y negativum habuerit valorem , 
tum , pofito five x= + 00 five x = — 00 expreflio x -f- 
G.v + y .v x negativum valorem tenebit, ideoque Applicata y 
imaginaria fiet. Neque igitur ufquam in his Curvis Abfcifla 
neque Applicata poterit effie infinita , ideoque nulla dabitur 
Curvas portio in infinitum excurrens , fcd tota Curva in fpatio 
finito ac determinato continebitur. Haec igitur Linearum fe- 
cundi ordinis fpecies nomen Eelipssium obtinuit , quarum 
propterea natura continetur in hac aquatione 

fi y fuerit quantitas negativa. 

136. Cum igitur valor ipfius y , prout is fuerit vel affirma- 
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tlvus vel negativus , tam diverfam Linearum fecundi ordinis Cap.VI. 
indolem producat , ut hinc merito duo diverfa genera confli- ' 
tuantur : fi ponatur y = o , qui valor inter affirmativos & 
negativos medium tenet locum , Curva quoque hinc refultans 
mediam quandam fpeciem inter Hyperbolus atque Ellipfes conf- 
tituet , quo Parabola vocatur, cujus ergo natura hac 
exprimetur aquatione yy = x-\-£x. Hic perinde eft five £ 
fuerit quantitas affirmativa five negativa , quoniam indoles 
Curvo non mutatur fumta Abfciffa x negativa. Sit igitur £ 
quantitas affirmativa , atque manifeftum eft , crefcente Abfciffa 
x in infinitum , Applicatam y quoque infinitam fore tam affir- 
mativam quam, negativam , ex quo Parabola duos habebit 
ramos in infinitum excurrentes , plures autem duobus habere 
non poterit , quia pofito x = — co , Applicato y valor fit 
imaginarius. 

137. Habemus ergo tres LineaTum fecundi ordinis fpecies,' 

Ellipfin , Parabolam , & Hyperbolam , qui a fe inviceqi tan- 
topere diferepant , ut eas inter fe confundere omnino non 
liceat. Difcrimen enim effenriale in numero ramorum in infi- 
nitum excurrentium confiftit ; Ellipfis enim nullam portionem 
habet in infinitum abeuntem , fed tota in fpatio finito includi- 
tur. Parabola vero duos habet ramos in infinitum excurrentes : 

& Hyperbola quatuor. Quare , cum in Capite procedente 
proprietates Sedlionum conicarum in genere fimus contemplati , 
nunc quibus proprietatibus quoque fpecies fit prodita , vi- 
deamus. 

138. Incipiamus ab Ellipfi , cujus oquatio eft hoc yy === T ab. 
<x. + £* — y x x , fumtis Abfciffis in Diametro orthogonali. 
Quoniam vero initium Abfdffarum ab arbitrio noftro pendet , 

fi id removeamus intervallo , orietur oquatio hujus formo 

yy = «, — yxx, in qua Abfciffo a Centro figuro capiuntur. 

Sit igitur C Centrum & A B Diameter orthogonaiis , atquo 
erit Abfciffa CP = x, & Applicata P M — y. Fiet ergo 

I 1 


( 
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- 1 ”' 11- y = o , fumta x—+ V fi x limites hos + V — * 

V tranfgrediatur Applicata y fiet imaginaria ; quod indicio 
eft totam Curvam intra iftos limites contineri. Erit ergo CAz= 
C B = V — : tura faflo x = o , fiet C D = C E = V a. 

Ponatur ergo Scmidiameter feu Semiaxis principalis C ^ = 
C B = a , & Semiaxis conjugatus C D = C E = £ , erit 

a = b-b & y = Unde pro Ellipfi ifta orietur aquatio 


yy = hb 


bbxx 33 

aa aa 


( aa — xx ). 


139. Quando ifti Semiaxes conjugati a & b fiunt inter fe 
aquaies , tum Ellipfis abibit in Circulum ob yy=aa — xx , 
feu yy -fi xx = aa ; erit enim C M= V (xx -f- yy ) = a, 
ideoque omnia Cuna punfla M aqualirer a Centro C erunt 
remota , qua eft proprietas Circuli. Sin autem Semiaxes a 
& b inter fe fixerint inaquales , tum Curva erit oblonga , nempe 
erit vel AB major quam DE vel DE major quam AB. Quia. 
vero Axes conjugari AB & DE inter fe commutari poffunt , 
atque perinde eft in utro AbfciflTas capiamus, ponamus AB 
efte Axem majorem , feu a majorem quam b ; atque in hoc 
Axe exiftent Foci Ellipfis F & G fumendo C F = C G = 
V (aa — bb), Semiparameter Vero, feu Semilatus reftum Ellipfis 

erit = ~ , qua exprimit magnitudinem Applicata in alte- 
rutro Foco F vel G erefla. 


140. Ad Curva punflum M ducantur ex utroque Foco 
refla FM & GAf, eritque* uti fupra vidimus , F M =. 

AC— a & GM=a + 

A C a * 

f j / . ( a .. a ^ — ttl ; U nde fit F M G AI = z a. Quare , fi ad 
quodvis Curva punflum M ex ambobus Focis ducantur refla 
FM & GM t earum furama femper aquabitur Axi majori 
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AB = zn ; ex quo cum infignis Focorum proprietas per- 
fpicitur , tum modus facilis Ellipfin mechanice defcribendi 
colligitur. 


141. In pun< 51 o M ducatur tangens TMt , qu$ Axibus oc- 
currat in pundfis T & t ; eritque , ut fupra demonftravimus , 
CP : C A = C A : C T ; unde C T = — ; fimilique mo- 
do , permutatis Coordinatis , C t = b -y. Erit ergo T P = 
~—x, TF=™ — V(aa — bb), & TA = ~ — a. Fiet 
itaque TP = = «WZ & , 

hincque tang. CTM = ~- x - ; fin. CTM = --- *** ■ ■ & 

1 b aay J yj [b'xx-\-a'yy) 

cof. C T M = a ‘V' ~ — ;• Quare , fi ad Axem in A 

J v ( b xx t a yy ) ^ 


normalis erigatur A V , quae Curvam fimul tanget , erit A V= 


t ( a x ) bbx h b ( a x ) 

x * aay ay 

l y (aa = xx). 


by/ 


a x 

■ + * 


ob ay 


141. Cum fit FT= aa — Bb \ & FM = 

ta r ^ ^ ^ erit FT: FM = a : x. Simili vero modo 

a 

ob GT= g+»V («—.“) & GM= aa +? 1 { a aa ~ bi) erir 
GT : GM = a:x i unde erit FT : FM= GT : GM. Ar 
eft FT: FM = fin. FMT : fin. CTM & GT : GAf = 
_/T/t. GMr : fin. CTM , quam ob rem erit fin. FMT = 
fn. GMty ideoque angulus FM T = angulo GMt. Ambae 
ergo reflae ex Focis ad puncftum Curvae quodvis M duflae 
«qualiter inclinantur ad tangentem Curvae in illo pun&o M , 
quae eft maxime principalis Faftorum proprietas. 


143. Cum fit GT: GM = a : x , ob CT = a -~ erit quo- 


Csp.vtr. 
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7 o DE LINEARUM SECUNDI ORDINIS 
que CT : CA = a : x ; unde G T : GM = CT : CA , quare 
fi ex Centro C reCtx GM parallela ducatur CS , tangenti in 
S occurrens , erit C S = C A = a : eodem autem modo fi 
cx C recta: FM parallela ducatur ad tangentem erit ea pariter = 
CA = a. Cum autem fit TM = V (b'xx + ayy ) , 

erit, ob aayy = aabb — bbxx , TM^=L^^(a * — xx) 
( aa—bb )); at eft FT..G T= °'—xz{aa— b b ) ; unde TM== . 


V FT. G T . : Quare , ob TG : TC == FAf : FS , erit 
TM.CT ., y.CT ,FT y. CT. FT 

lS = tg * , ^ coc l ue r 5 =6 V tTI' = iviTOr 

v 'rc T r F f T -‘ Deinde cfi = er S° ™ = 

tb. A M , bb * ^ 

F ~ri.W ' incoque T Af : PT=FT: TS ; unde intelligitur trian- 


gula T MP & FF.S efie fimilia , ideoque redtam FS ad tan- 
gentem ex Foco . F efie normalem. Erit vero S V s== * 
quod ex his exprefiionibus eruere licet. 


144. Quod fi ergo ex alterutro Foco Fin tangentem ducatur 
perpendiculum FS , & ad punctum S ex Centro C re< 5 ta CS 
jungatur , erit hxc CS perpetuo femiaxi majori AC =«. 


jcqualis. Erit vero ob TM:y = TF ; FS , FS ==L~~-=s 

b.T F I 1 FT rr> T?T> /'I/. »/ 


= bv 


ergo 


GT: FT= GM; FM =s 


y FT. GT w 1 GT 
CD' : FS' ; perpendiculum vero ex altero Foco in tangentem 
• V* • G T * 

demiiium erit =Z>V^rj:> quare inter hsc perpendicula erit 
.Semiaxis minor CD = b media proportionalis. Demittatur 
nunc quoque ex Centro C in tangentem perpendiculum C Q 
mTF.yFS = CT : CQ =rgo C Q = = 
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7 * 


bx.CT 


ab 


— , unde C Q — FS = - 


CF 


cap. vn. 


a V FM. CM — y/FM. G M’ ~ ^ y/FT.GT — 

CX, duda FX tangenti parallela. Hinc erit CQ — CX= 

jTTTTr & c Q+ cx =7tHt’ “ ode CQ-CX‘— 

bb & C X=^ (C Q’ — bb) : ex dato ergo Axe minori, in 
perpendiculo C Q reperitur pundum X unde normalis eduda 
per Focum F tranfibit. 

145. His Focorum proprietatibus expolitis , confideremus 
uuas quafvis Diametros conjugatas. Erit autem CM Semidia- 
meter , cujus conjugata reperietur fi tangenti T M ex Centro 
parallela dncatur CK. .Ponatur CM—p, CK=q, & an- 
gulus MCK=CMT=.s , erit priino,^/j + ^^=i7U + bb 
& fecundo pq. fin. s = ab , uti fupra vidimus. At vero erit 
pp = xx -\-yy = bb + ~ at f. & qq=.aa -j- bb — 


pp = aa 


( a a bh ) xx 


=3 FM. G M , eodemque modo 

ab 


pp = FK. GK. Deinde , cum fit C Q = > er *t 

ftn. CMQ = Jin. s = T~c~r denique er ‘ r t 

TP = £ V FF. G T , — V FM, G Af. = == 

h b b x h 


CK : CR , unde CR — ^ , & KR — bx , ideoque CF. 

0 (2 


/CP = C P, P M. Denique erit fui.. Fj\1S = ^ ^ /FF , rt ' ===: 

A : quia porro eft * = = 

PM, atque CF = £V(££zr?e) & FF = er ; t 

1 VU* — 6») v v dJ — 


Mng. C M 
lab\l(aa — ~pr){ri 
W$W)n — 


X & wwg'. 2 A C M = 


IVI 


-M) 


II 7JV 


laabb 


. At zR ab—pq.fm.s, aa-\-bb-=pp-\- qq r 
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L » B- II- & ^(aa — pp)(pp — bb)z=. — pq.cof.s , unde fit tang. xACM=z 

pp +w cojfz*! » < I u ' a co f' s ne g at ivus. Tandem eft C K' = 
MT.Mt ; ex fuperioribus vero eruitur MU=q^ & A V =s 

unde erit A V\ MU=b : q=C E :CK. Ergo retfta?, 
fi ducantur , AM & EK , inter fe erunt parallela?. 


14 6. Quia eft pq.fm.s=ab , erit pq major quam ab ; & , 
eum fit pp qq = aa + bb , quantitates p & q magis ad 
rationem aequalitatis accedunt , quam a & b , unde inter om- 
nes Diametros conjugatas , illae quae funt orthogonales maxi- 
me a fe invicem difcrepant. Dabuntur ergo duae Diametri 
conjugatae inter fe aequales, ad quas inveniendas fit q=p , 
eritque zpp = aa bb , & p=zq = V - a ■ — , & fin. s =2 


2 ab 


a a — 
bb 


Zjr- i unde fit Jin. ■— s 


at—bb’ Cr S° tan S- T 4 
= xC E B = AEB. Porro CP = 


a 

b 


ad + bb > at ft ue co/s = 

V-^TT, C0/f i=V 

aa bb J 2 T 

ra/ig. C£fl , & MCK = 

CM = , quare Semidiametri conjugatae inter fe squa- 

les CAf, C/f erunt parallelae Cordis A E & BE. 


147. Si Abfciflae a Vertice A computentur, ponaturque 
AP = x, PM=y, cum nunc fit a — x quod ante erat x, 

habebitur ifta aequatio yy«=y-^(iax — xx)=iEtk x — . 

— xx , ubi patet efte — Parametrum feu latus rectum Ellipfis, 
Ponatur Semilatus redtum , feu Applicata in Foco = c , & 
diftantia Foci a Vertice AF=d , erit ^=c & a — V {aa — • 
bb) = d=a — V(tfa — ac) , unde fit %ad — dd=a c & 

fi ss= -y ■ Iiinc erit yy=.zcx 1 — -y , quae eu 

aequatio 
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«quatio pro Ellipfi inter Coordinatas orthogonales x & y , 
Abfciftis x in Axe principali AB a Vertice A computatis , 
qua: obtinetur ex datis diftantia Foci a Vertice A F=d&c 
Similatere reflo = c ; ubi notandum eft femper efie debere 
ai majorem quam c , quia efliC = a = > & C D= 



148. Quod fi ergo fuerit ii = c erit yy = icx, quam 
«quationem fupra vidimus efie pro Parabola : aquatio enim fupe- 
rior yy = «. + £ x ad hanc formam reducitur , initio Abfcifia- 
rum intervallo = -j- mutato. Sit igitur MA N Parabola , 

«cujus natura inter Abfcifiam AP= x , & Applicatam PM=y 
Eae atquatione exprimatur yy = rex. £rit ergo dillantia Foci 

a Vertice A F = d = -E c , & Semiparameter F H = c , 
atque ubique P M' = i F H. A P : unde , pofita Abfcifia A P 
infinita , fimul Applicata: P M &. P N in infinitum excrefcunt; 
ideoque Curva ad utramque Axis A P partem in infinitum ex- 
tenditur Pofita autem Abfcifia x negativa Applicata fit ima- 
ginaria , hincque Axi ultra A verfus T nulla Curv® portio 
jrefpondet. 

149. Cum a:quatio pro Ellipfi abeat in Parabolam , faflo 

a d = c , manifefium eft Parabolam nil aliud efie prater Ellip- 
£n , cujus Semiaxis a = fit infinitus ; quam ob rem 

proprietates omnes, quas pro Ellipfi invenimus, ad Parabolam 
transferentur , pofito Axe a infinito. Primum autem , cum fit 

A P =—c, erit FPz= x -c, hinc du< 51 a ex Foco F 

ad Curva: punflum M refla F M erit , F M' = xx — cx -{7 

— c c + y y = xr + c x -f- ~ cc , ideoque F M = .v -f- 

f 4 

Euleri Introduci, in AnaL injiri. Tom. II. K 


Cap-VL 


T A B. 
VIII. 
Fig. ji. 
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Hl c = A P -j- A F , quas eft pracipua proprietas Foci ia 
Parabola. 

1 50. Quoniam Parabola nafcitur ex Ellipfi , Axe majore in 
infinitum aufto ; confideremus Parabolam , tanquam elfet El- 
lipfis , fitque ejus Semiaxis A C = a , exiftente a quantitate in- 
finita , ita ut Centrum C infinite diftet a Vertice A. Ad M 
ducatur tangens Cun a M T Axi occurrens in T quia erat 
CP -. C A = C A : CT, erit C T = ob C P = 

a x 

a — x ; hincque A T = - a x ■ . At , cum fit a quantitas in-* 

finita , AbfcifTa x pra ea evanefcet , eritque a — x = a , ideo- 
que A T = x = A P : quod idem hoc modo oftendi poteft, 

cum fit A T = — ax - , erit A T = x H — — , at quia 

fra&ionis ■ xx denominator eft infinitus , numeratore exif- 

a — x 

tente finito, valor fra£Honis erit evanefcens , ideoque A T= 
A P = x. 

151. Quod fi ergo ex pumfto M ad Centrum Parabola C 
infinite diftans ducatur Linea M C , qua erit Axi A C paral- 
lela ea quoque erir Diameter Curva omnes Chordas tan- 
genti M T parallelas bifecans. Scilicet , fi ducatur Chorda 
feu Ordinata m n tangenti M T parallela , ea a Diametro Mp 
bifecabitur in p. Omnis ergo re<fta Axi A P parallela duifla 
in Parabola erit Diameter obliquangula. Ad hujulmodi Dia- 
metrorum naturam eruendam fit M p = t , p m = u, duca- 
tur ex m ad Axem normalis m s r ; erit ob P T=zx , & 
MT=y (qxx + 2 cx), ^ (qxx-\-zcx): 2 x: V zcx=xpm:ps: 

ms , unde obtinetur ps =-77 — \ = u V —7— , & 

7 r V(4 XX-i~ iCX) ' 2 X c 7 

ms = u V — ^ — : hinc erit A r = x 4 - t + u y — ^ — .& 

zx-j-c * zx-pc 

mr = Vif ^ + — — j — . Quia vero eftmr‘=xc. Ar, 

T Zx-f-c 7 


V 
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1CX 4 - ict + X CU V- 


75 

i x Ca».VT. 


erit lex + lcwV — • »zi-pc J 

hincque u u = t 1 (ix+c ) = 4 F M. t , feu pm' = 4 K/W. 
M p. At anguli obliquitatis m p s erit Sinus = V — r ~ = 


Cofinusr= V T ±£_ = V^,ideoque// I . 1^= 

2 V It X 
IX-f-C 

= ±MFr. 


,AP 


-p-rj = fin. M Fp , ergo erit angulus m p s =. 


152. Quia eft M F = A P -}- A F , ob A P = A T , erit 
F M = F T ; ideoque triangulum M F 2 ’ifofceIes , & angu- 
Jus MFr-=z 2 AI TA , ut modo -invenimus. Cum deinde fit 

JMT==i^x(x + ~c), erit MT=. 2 y A P. F M, hinc 

ex Foco F in tangentem demifio perpendiculo erit M S= 
T S — ^ AP . FM= y A T.TF , unde erit A T : TS == 
T S : T F. Ex qua analogia perfpicitur puntftum S fore in re&a 
AS ad Axem in Vertice A normali. Erit vero ASz= 

E. P M , & A S :T S = A F : FS , ergo FS = \J A F.F M 

& FS erit media proportionalis inter A F & F M. Prsterea 
vero erit^S : AIS =A S : T S=. FS:FM=y/ A F: y F Af. 
Quod , fi ducatur ad tangentem in M normalis AI IV Axem 
fecans in IV, erit P T: P AI = PM: P IV, feu 2 x : y 2 c x= 
y 2 c x : P IV, unde fit P IV — c , ubique igitur intervallum 
P IV, quod in Axe inter Applicatam P M & normalem IV Ai 
intercipitur , conllantem habet magnitudinem atque squale eft 
femifii Lateris retfti , feu Applicata F H. Erit autem FlVz=z 
F T — F M & M IV = 2 y/ AF. F AI.. 


Pervenimus jam ad Hyperbolam , cujus natura expri- 
mitur hac aquatione yy — a. + € x -f- y xx , Abfcifiis fuper 
Diametro orthogonali fumtis. Quod fi autem initium Abf- 
c illarum transferatur intervallo orietur ejufmodi sequatio 

K 2 
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Lib. II. yy = a, + y x x, in qua Abfciffis a Centro computantur. De- 
bet autem y effie quantitas affirmativa ; qucd vero ad «, attinet, 
perinde eft five ea fit quantitas affirmativa five negativa , per- 
mutatis enim Coordinatis x & y , affirmatio quantitatis « in 
Tmj.TX. negationem mutatur & viciffim. Quam ob rem fit a. quanti- 
Dg- 3J. tas negativa , &y y = y x x — a. , atque apparet Applicatam 

y bis evanefcere : fcilicet, fi fuerit x = + \'-^-&zx = — 

y — . Denotante ergo C Centro, fint A & B loca , ubi 
Axis a Curva trajicitur ; ac , pofito Semiaxe CA = CB = a, 
erit c = y — , & «. = y a a , unde fit yy = y x x — y a a. 

Qtiamdiu ergo eft x' minor quam a , Applicata erit imagi- 
naria , unde toti Axi AB nulla Curvs portio refpondet. Sumto 
vero xx majore quam a a , Applicata: continuo crefcunt , atque 
tandem in infinitum abeunt , habebit ergo Hyperbola qua- 
tuor ramos AI, Ai, BK , B k in infinitum excurrentes & 
Inter fc fimiles atque squales , qus eft proprietas principalis 
Hyperboiarum.: 

1 54’ Q uia » pofito .r = o , fit yy = — y a a , Hyper- 
bola non inftar Ellipfis habebit Axem conjugatum , quod ia 
Centro C Applicata eft imaginaria. Erit ergo ipfe Axis con- 
jugatus imaginarius , quem , ut aliquam fimihtudinem Ellipfis 
fervemus, ponamus = b V — i ,ita ut fit y a a = bb, &y = 
— . Vocata ergo Abfciffia CP = .v, & Applicata PAI=y , 

erit yy = -- l ’ a (xx — oa), ideoque squatio pro Ellipfi ante 

tra&ata y y = — x x) tranfmutatur in aquationem 

pro Hyperbola ponendo — b b loco b b. Ob hanc ergo affi- 
nitatem proprietates Ellipfis ante invents facile ad Hyperbo- 
lam transferuntur. Ac primo quidem , cum pro Ellipfi diftan- 
tia Focorum a Centro effiet = V ( a a — bb) , pro Hyperbola 
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erit CF= C G = V ( aa -f- bb). Hinc erit FP=:x — Cap.VI. 
y( aa-\-bb ) & G P=x + y/(aa-\-hb) ; unde , ob yy= — 
bb + bl> a > fiet FM= ^(aa + “p — ixV(«a + 

lb)) = xS/Ua a + ^ — a & GM=y(«-l-xr + ~^+, 

xx^(aa -\-bb)) = x ^* d ^ rbl ’^ a. Du&is ergo ex utroque 
Foco ad Curvx pundtum M recftis FM, GM erit FM+ AC= 

- P c ( { F & GM- — A C = > harum ergo re< 5 tarum 
differentia GM — FM aequalis eft xAC. Quemadmodum 
ergo in Ellipfi fumma harum duarum Linearum aequatur Axi 
principali AB , ita pro Hyperbola differentia aqualis eft Axi 
principali A B r 

155. Hinc etiam pofitio tangentis MT definiri poteft , eft 
enim perpetuo pro Lineis fecundi ordinis CP : C A = C A. 

CT: unde fit CT= a A , & P T= x -?— a3 - =?AU. . hinc- 
que MT=A^ x >J(b'x' + a'y') = ^ V (aaxx + bbxx — 

n 4 ). At eft FM. G M= < MAA+ 1 MaL er g Q ]\IT ■= 

a A- V FM. G M. Deinde eft FT= y/(aa + bb) — , 

bx 1 x 

& G 7 ’= V (aa-\-lb) + ~ ergo FT : FM=a : x , & GT: 

GM — a: x , unde fequitur FT : GT = FM: GM , qua; 
proportio indicat angulum FA 1 G per tangentem MT bile— 
cari, effeque FMT=GMT. Recta autem CM produdta 
erit Diameter obliquangula omnes Ordinatas tangenti AI T 
parallelas bifecans. 

1 56. Demittatur ex Centro C in tangentem perpendicula- 
ris CQ , erir TM : PT: P M — CT.TQ: CQ feu 

V FM, GM : a ApL . y — *±. TQ : C Q i unde oritur 

bx 1 • bbx J x ^ ' 
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T( 2 _= „ v ;j. gm & C< 2 = JT m.gm - Demittatu * 
fimili modo ex Foco i 7 in tangentem perpendiculum FS , 
erit FX : P F : P M = FT : FS : FS , feu V FX G X: 

^ ; y = : TS : FS : unde oritur TS = 

bbx J x bx^FM.GM 

& FS = . pariterque , fi ex altero Foco G in tan- 

/■» ir 

gentem ducatur perpendicularis Gs , erit T s = b G 
& Gs = - b ' 9 f p. .. . Hinc ergo habetur TS. Fs=£ T =£*l=3 

V F M. G M ° bb xx 

— CT.PT, & TS :CT=PT; Ts. Deinde 

XX 

fit FS.Gs = bb. Quia porro eft QS=Qs erit QS=s 

TS + Tt . aay(FM+ G M) a y\' (a x-\-b b) ^ , 

2 ' — ibxi/FM.GM — by/FM.GM — ^ ’ C 

fcquilur C 5 '= C Q' + QS' = Uil±^XX^/±!X , 

aab'-\-{aa-\-bb){bbxx aabb) (*j -{-bb)xx a* 

‘ bb. FM. GM — • F M. G M 

Erit ergo , uti in Ellipfi , re&a C S = a = C A. Deinde eft 

c <2 + FS = , ideoque (CQ + FS)' — CQ'= 

i!’. * T<aaJ r b b ) — x_h_b __ yy Q U a re ; fi ducatur cx Foco F ’ 
a a. t M. G M x - 

tangenti parallela FX, fecans perpendiculum CQ produ&um 
in X, erit C X = ^{bb + C Q ) , cui fimilis proprietas pro 
Ellipfi eft inventa. 

1 57. Si in Verticibus A & B ad Axem perpendiculares 
erigantur donec tangenti occurrant in U & v , ob AT = 

& flf=— , PT: PM=AT: AN= 

X X 

BT:Bv , hinc fit AV= b ^ x ~ - ^ = ergo 

«J' 
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AV.Bv — b ' M , feu AV.Bv =■ FS. Gs. 

Deinde PT:TM=ATi TV=BT: Tv ; ergo TV= 

L L* — *\ ^FM. GM & Tv = b S ji ±JLl y/ FM. GM : 
*y *y 

unde fit TV.Tv = — FM. GM= FT. GT. Simili autem 

XX 

modo hinc plura alia confedaria deduci poliunt. 

158. Quia eft CT =^r > P af et quo major capiatur Abf- 

cifia CP=x, eo minus futurum elle intervallum CT: at- 
que adeo tangens , quae Curvam in infinitum produdam tan- 
git , per ipfum Centrum C tranfibit , fierque CT=o. Cum 
autem fit tang. P TM= f pundo M in infinitum 

abeunte, feu pofito x = x>, fit y = — ij(xx — aa) = — . 
Tangens ergo Cunae in infinitum produdae, & per Centrum 
C tranfibit , & cum Axe angulum conftituet ACD cujus tan- 
gens = ■y. Pofita ergo in Vertice A ad Axem normali 

AD = b , tum reda CD in infinitum utrinque produda , 
Cunam nufquam quidem tanget , at Curva continuo magis 
ad eam appropinquabit , donec in infinitum tota cum reda 
C I confundatur. Hoc idem valebit de parte C k , quae tan- 
.dem cum ramo Bk confundetur. Atque fi ad alteram partem 
fub eodem angulo ducatur reda KCi , ea cum ramis BK & 
Bi in infinitum produdis conveniet. Hujufmodi autem Line* 
redae , ad quas Linea quaepiam Curva continuo propius acce- 
dit , in infinitum autem excurrens demum attingit, Asym- 
tot« vocantur , unde Lineae redae ICk , KCi funt binae 
Afymtotae Hyperbolae. 

159. Afymtotae ergo fe mutuo in Centro C Hyperbolae de- 
cufiant , atque ad Axem inclinantur angulo ACD= A Cd , 
cujus tangens = angulique dupli DCd tangens = 


Cap.VI. 
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unde patet fi fuerit b—a, fore angulum, fub quo Afymtota 
fe interfccant, DCd = re^io ; quo cafu Hyperbola aquila- 
tera dicitur. Cum autem fit A C = a , A D = b , erit 
CD = Cd = V(« ^ + bb) S quare , fi ex Foco G in utram- 
vis Afymtotam perpendiculum G H demittatur , ob C G = 
V (a a + b b) = C D , erit C 11 = A C = B C = a , & 
G H = b. 

160. Producatur Ordinata MPN=.xy utrinque donec 
.Afymtotas fecet in m & n ; erit Pm = P n=^ , & Cm=s 

C n = == FM + AC=GM — AC. Tum 

d 

vero erit Mm = Nn = — & A T /n = Afn = - 

a a 

unde fit Mm. Nrn = Mm. Mn = bb , ob 

Cl d 

aayy = bbxx — aabb : erit ergo ubique Mrn.Nm = MmX 
M n = N n. Nm = N n. Mn = bb = AD'. Ducatur ex 
M Afymtota? Cd parallela Mr ; erit ib^(aa-{-bb)= Mm: 

m r ( Mr ) , unde fit mr = Mr = — - & 

Cm — m r = C r = * x “ v ^ 1 _ - J ‘ \ Hinc ergo con- 

ficietur Mr. C r = (****— = aj±bb _ yd 

4 j jp b 4 

du&a ex >4 Afymtota? Cd parallela A E , erit A E = CE =5 
ideoque erit Mr.C r=iAE.C E ; qua? eft 
proprietas primaria Hyperbola; ad Afynnoras relata?. 

161. Quod fi ergo AbfcilT» CP = x , in una Afymtota a 
Centro fumantur , & Applicata; P M = y alteri Afymtota: 

parallela ftatuantur , erit y x = a a — — , exiftente AC = 

B C = a , & A D = A d=b : feu , fi ponatur A E = 

CE = h, erit yx = hh, & y=~^. Pofito ergo x=o, 

fit y = co , ac vicifiim fado x = 00 fiet y = o. Agatur jam 

per 
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per pundum Curvae M reda quicunque QMNR , qui pa- 
rallela fit dudi pro libitu redas GH, ac ponatur CQ = t, 
Q M = u , erit GH i C H : C G = u : P Q : P M , ergo 
P Q — £ii u > PM=y^u : unde & x==r — 

u ; quibus valoribus fubftitutis , erit tu — ^ 

u u = h h , fcu u u — ~jj t u -f- h h = o. Habebit 

ergo Applicata u duplicem valoretn , nempe QAI & QN, 

rr 

quarum fumma erit = ~~ I t = QR , & redangulum QMx 


QN = 


GH' 
CII. CG 


hli. 


i 6 z. Cum igitur fit QM + QN= QR , erit QM=E.N 
& QN= RM. Quare , fi piutda M & N conveniant quo 
cafu reda QR Curvam tanget , tum ea in ipfo pundo con- 
tadus bifecabitur. Scilicet, fi reda XY tangat Hyperbolam , 
pundum contadus Z in medio redi XY erit pofitum. Unde, 
fi ex 7 . alteri Afymtoti parallela ducatur ZV , erit C V = 
VY , hineque ad quodvis Hyperboli pundum Z expedite tan- 
gens ducetur. Sumatur fcilicet VY=CV, ac reda per Y 
& Curvi pundum Z duda Hyperbolam in hoc pundo Z 
tanget. 

Cum ergo fi r CV.Z V—hh = , erit CX. CY= - 

a a -\-lb = C D' = CD.Cd: quocirca , fi redi D X & dY 
ducerentur , ei inter fe forent paralleli ; unde facillimus oritur 
modus quotcunque Curvi tangentes ducendi. 

1 63. Quoniam deinde eft redangulum QM. QN = 

Ct bf 1 

CH CG ’ P ater > ubicunque reda QR ipfi HG parallela 
ducatur , fore femper redangulum QM. QN ejufdem magni- 
tudinis. Erit ergo etiam QM. QN =. QM. MR= QN X 
NR = c H ^ Q h h. Quod, fi ergo concipiatur duda tan- 
Euleri Introduci, in Anal. injin, Tom. IL L 


Ck?Xl: 
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Si DE LINEARUM SECUNDI ORDINIS, &c; 

Lib. II. gens ipfi QR parallela , quia ea intra Afymrotas in pundo con- 
tactus bifecabitur , & fi tangentis femiflis vocetur = q , ert 
femper Q M. Q N= Q M. MR = R N. R M — R N x 
NQ = qq, qux e(l infignis proprietas Hyperbolarum intra. 
Afymtotas defcriptarum. 

164. Quoniam Hyperbola ex duabus partibus diametraliter 
oppofitis lAi & KBk conflat , iftac proprietas r.on folum 
/ ad eas redas intra Afymtotas dudas pertinent , qux eandem. 
Curvs partem in duabus pundis interfecant. Sed etiam ad eas , 
qux ad partes oppofitas pertingunt. Ducatur nempe per punc- 
tum M reda Rlqrn ad partem oppofitam , cui parallela agatur 
Ch , ac vocetur Cq = t & qM=u ; erit, ob triangula 

C G h & P M q fimilia , P M =y = u , & qP = x — 

C h C h 

tr=z — u ; unde fit x = t + Cum autem fit xy = 

fi r C G . C G. C h 1 f r jGh 

h h , fiet t u u u = h h , leu uu -f- — ^ tu — 


. 16 j. Applicata ergo u habebit duplicem valorem , nempe 
q M & — qn , hoc qn exiflentc negativo quia ad alteram par- 
tem Afymtorx C P pro Axe aftumtx vergit. Harum ergo bina- 
rum radicum fumma qM, — qn erit = — -~t=. — qr , 
ideoque qn — qM=qr , unde fit q M=rn , & qn =rAL 

Deinde autem ex xquationc inventa intelligitur fore radicum 

Gh* 

produdum — q. M. q n = — U C c h ^ ^ r ^" eu ? 1 n = 

C h % 

q M. r M = rn. qn = r n. r M = h h. Hic ergo 

redangula , quotcunque redae Aln ipfi G h paralleli ducan- 
tur , perpetuo ejufdem erunt magnitudinis. Hx autem funt 
prxcipux fingularum fpecierum Linearum fecundi ordinis pro- 
prietates , qux , fi cum proprietatibus generalibus conferantur , 
mfinita fere infignium proprietatum multitudo conficitur. 

• .. .r . ’ . 
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Cap.VJT.- 


CAPUT VII. 

De ramorum, in infinitum excurrentium invefiigatione. 

166. Si curva Linea quacunque habeat ramum feu partem 
in infinitum excurrentem , atque ex ejus pundto infinite 
didito ad Axem quemcunque demittatur Applicata normalis ; 
tum , vel Abfcifia x vel Applicata y vel utraque Coordinata , 
erit infinita. Nifi enim vel alterutra vel utraque effet infinita , 
tum diftantia pundi in Curva affumti ab initio AbfcifTarum 
foret finita nempe = V (xx-j -yy) , contra hypothefin. 
Quam ob rem , fi Curva habeat ramum in infinitum excur- 
rentem , vel AbfciflW cuipiam finitas conveniet Applicata 
realis infinita , vel Abfcifiae infinite magnae refpondebit Ap- 
plicata realis , five finita five infinite magna. Ex hoc igitur 
fonte Curvarum rami in infinitum excurrentes inveftigari po- 
terunt. 

167. Sit propofita asquatio algcbraica inter Coordinaras x 
& y cujufvis ordinis , puta n ; atque feorfim confiderentur ter- 
* mini , in quibus variabiles x & y obtinent n dimenfiones , qui 

entnt &y n -J- € y” 1 x + y y n z x' + S - y n ^ x' •+- -j- 

£ x ' 1 , quae exprefiio refolubilis erit in Fadores fimplices formae 
Ay -\-B x , five reales five imaginarios. Atque , fi habeat Fac- 
tores imaginarios , eorum numerus erit par , binique conjundi 
dabunt Fadorem duplicem realem formas A' y' — z A Bxy x 
cofi 9 -j - B' x*. Hujufmodi autem Fador, ( five x five y five 
utraque , ponatur infinita = 00 , ) femper valorem induet in- 
finitum = co‘ j quia terminus % A B y x. cof. <p femper minor 
cft quam duo reliqui A' y’ B' x ' , neque enim A nec E po- 
teft efle = o. Hujufmodi ergoFador A' y ' — lABxy, 

L z 

J 
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,84 DE REMORUM IN INFINITUM 

Lta. II. B‘.x' 3 fi vel x vel y vel utraque ponatur infinita, neque nihila 
neque quantitati finiti , neque etiam quantitati infiniti co 
potefi elfe iqualis , cum ipfa fiat = co' , qui infinitics major 
eft quam co. 

168. Quod fi ergo iquationis pars fumma a. y" -\~ 

C y 1 1 X y y n 2 x' -j- -j- <£ x" nullum habeat 

Faclorem fimplicem realem , quod quidem evenire non potefi, 
nifi n fit numerus par , tum ex meris Fa&oribus duplicibus 
hujus formi A' y ' — i A Bxy. cof.q, + B' x‘ confiabit. Quare, 
fi vel x vel y vel utraque ponatur infinita , ipfa illa exprellio 

valorem induet infinitum = co 71 : neque igitur quantitati 

finiti , neque ulli quantitati infiniti ca r ‘ , cujus exponens m 
minor fit quam n , iqualis efie potefi. Reliqua igitur iqua- 
tionis membra , in quibus variabiles x & y pauciores habent 
dimenfiones , quoniam infinita pribeut minoris exponentis quam 
n , illud fupremum infinitum adiquare non poliunt ; ideoque 
iquatio confiftere non potefi , fi vel x vel y vel utraque fia- 
tuatur infinita. 

169. Hinc ergo linea Curva , qui exprimitur iquatione 
inter Coordinatas x & y , cujus fupremum membrum nullos 
habet Fa&oxes fimplices reales , nullos habebit ramos in infi- 
nitum excurrentes , ideoque tota Curva continebitur in fpatio 
finito , inllar Elliplis leu Circuli. Quam ob rem , fi in iqua- 
tione generali fecundi Ordinis a y' + €xy + y x x -|- ^y-f- * x -|- 
£ = o, membrum fupremum, ctyy + C.vy -\-yxx , in quo 
variabiles x & y duas obtinent dimenfiones , non habeat Fa&ores 
fimplices reales , quod evenit fi £ £ fit major quam 4 a y , tum 
Curva nullum habebit ramum in iufinirum excurrentem , erit- 
que adeo Ellipfis. 

1 70. Quo hic diftin&ius evolvere liceat , omnem xqua- 
tionem inter Coordinatas x & y propofitam , ita in membra 
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diftinguamus , ut ad fupremum feu primum referamus omnes c«.vu. 
aquationis terminos, in quibus variabiles x & y eandem fum- 
rham dimenftonem , cujus exponens fit n , teneant. Ad fecun- 
dum vero membrum refero omnes terminos , in quibus varia- 
biles ambse n — i dimenfiones conftituunt. Tertium mem- 
brum continebit eos terminos , in quibus ipforum x & y 
numerus dimenfionum eft n — a , & ita porro , donec 
perveniatur ad membrum ultimum , in quo nulla iucft dimer.fio 
ipfamm x & y , & quod propterea 1'oia quantitate conflante 
conflabit. Sit autem P membrum primum feu fupremum , O 
membrum fecundum , R membrurti tertium , S quartum & ita 
porro. 

171. Quoniam igitur , fi membrum fupremum P nullum ha- 
bet Factorem fimplicem realem , Linea curva , aequatione P - j- 
Q + il + S -J~ &c. = o indicata , nullum habet ramum in in- 
finitum excurrentem ; ponamus jam membrum fupremum P uni- 
cum habere Factorem fimplicem realem , ay — b x , ita ut fit 
P = (ay — b x) AI, exiftente M Functione iplarum x &y , 
dimenfionum n — 1 , qua nullos habeat Fadores fimplices rea- 
les. Pofita ergo vel x vel y vel utraque infinita , fiet M = 

00" 1 j Q vero fimile poterit e(Te infinitum , at R , S , & c, , 

fient infinita minorum graduum. Confequenter aquatio P -{- 
Q R + &c. =0 poterit fubfiftere , fi fuerit fly— -£x = 
quantitati finit® , vel nihilo , ideoque Curva in infinitum por- 
rigetur. 

171. Sit ergo ay — bx = p , exiftente p quantitate finita , 
quae ita debet elle comparata ut. Curva in infinitum abeunte , 

fiat P M+Q+R+S+ 8 ic.= o feu p^= ~°~f~ - ' &c \ At , 
cum M fit quantitas infinita fuperioris ordinis quam R St S &c., 
erunt fradiones ^ ^ , &c. = o , ideoque p = * 

Hanc ob rem fradio — dabit valorem ipfius p , fi varia- 
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II. biles x & y fiant infinitae. Cum autem fit ay — bx^=p t 
±x+i_ n r ,y_ _ *. , JL = A-ob o 

x a 1 ax a ax 

bx 
a 


em y = = — -f- ^=-ob ■£- = o fi 

x=co. Curva ergo iu infinitum abeunte fit y = AA. 

173. Cum igitur Q&Af fir.t Fundiones homogeneae n — t 
dimenfionum , erit Fundio nullius dimenfionis , ideo- 


que fi ponatur y = , praebebit valorem conflantem pro p. 

Vel , quia Fundio ^ determinatur , fi tantum ratio inter 
y & x determinetur , qua; eft b \ a , valor ipfius p obtinebitur 
fi in expreflione Q , ubique b loco y & a loco x fcribatur. 


Invento ergo hoc modo p erit ay — bx=p , quae xquatio in 
ipfia aquatione propofita P -f- Q -f- R -f- S -f- &c» = o contine* 
tur , fi Curva abeat in infinitum. 


174. Tortio itaque Curva; in infinitum extenfa ipfa expri- 
metur per hanc aquationem ay — bx = p ; qute cum fit pro 
Linea refla , h$c Linea reda in infinitum produda tandem 
cum Linea curva confundetur. Erit ergo Linea reda haec Cur- 
va; afymtota , quoniam Linea curva in infinitum porreda cum 
reda congruet, ideoque continuo propius ad eam accedet. Atque 
cum aquatio propofita I -j- Q -j- R -f~ S + &c. = o pofito x 
vel y = co , abeat in aquationem ay — bx = p , firr.ul intel- 
iigitur hanc Lineam redam utrinque in infinitum produdam 
tandem cum Cuna congruere. Quam ob rem Linea curva 
duos habebit ramos in infinitum excurrentes inter fe oppefito^, 
quorum alter cum ifla Linea reda antrorfum , alter cum eadem 
fetrorfum infinite pro cluda conventet. 

175. Cum igitur Curva , fi aequationis + Q + + 

lic. = o, membrum fupremura P unicum liabeat Fadorem 
fimplicem realem , praedita fit duobus ramis in infinitum exten- 
fis , atque ad eandem Lineam redam utrinque convergentibus , 
qux Linea reda ejus Afymtota vocatur ; nunc ponamus fuprs- 
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inurn membrum P duos habere Fadtores fimplices reales ay — bx Cap v,: 
& cy — dx , ita ut fit P = (ay — bx ) ( cy — dx ) M , erit M 
FuiuSHo homogeuea n — i dimenfionum. Duo autem cafus 
hic perpendendi veniunt , prout ifti bini Favores fuerint inter 
fe squales vel insquales. 

176. Sint hi Fa&ores inter fe insquales; atque manifeftum 
eft aquationem (ay — fex )(cy — dx) M -j- Q -f> R + S + 

duplici modo firbbftere pofTe , pro' Abfciflis vel 
Applicatis infinitis , vel fi ay — b x vel' fi cy — dx axjuetur 
quantitati finits. Sit igitur ay — bx = p ; & , cum p fit quan- 
titas finita , in infinito erit U == JL f atque ut ante fiet p 

Ur dx)M { 7 / — dx)M * qua5 eft Fun<?tl ° 

nullius dimenfionis ipfarum x&y ; quare, fi ponatur-^ = 

", vel , quod eodem redit , fi ubique fcribatur b locoy & 
a loco x, verus prodibit valor conflantis qusfns p. Erit ergo 
/> = (y & > °b Favores insquales , bc — ad non 

erit = o , neque etiam M , quia nullum omnino Fadtorem rea- 
lem limplicein complectitur , in nihilum abire poteft ; unde va- 
lor pro p oritur finitus , vel etiam = o , quod evenit , fi vel 
membrum Q prorfus defit, vel Factorem habeat ay- — bx. 

177. Ob fupremi ergo membri P Factorem rea lem fimpli- 
ccm ay— -fex. Curva, uti in priori cafu , unam habebit Af>m- 
totam, cujus politio indicatur squatione ay- — bx=p. Simili 
vero modo, ob alterum Factorem cy — dx, quoque habebit 
Afymtotam , quam prsbebit squatio hsc : cy — dx = q , 

ejtifiente q — ^ ’ P ofl:£ l uam ubique loco y & x 

lji valores determinati if & c fuerint fubftituti. Quocirca Li- 
nea curva omnino duas habebit Afymtotas , ideoque quatuor 
yamos in infinitum extenfos , qui cum illis rectis tandem con- 
gruant. Hic ipfe autem cafus locum fupra invenit in Hy— 
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II. perbola : quare , fi in aquatione pro Lineis fecundi ordinis 
— tt yy-f-C*y + yxx + $y + t:r+<;=ofupremum membrum 
^yy -J-Sxy -}-yxx duos habeat Faftores fimplices imquales 
reaies , quod evenit fi fuperet qecy, tum Curva erit Hy* 
perbola. 


17S. Sint ambo Factores ay — bx&ccy — dx inter fe 
aquales ita ut fit P = ( ay — bx)‘ M. Cum igitur fit P -p 

Q+R + S + &ic.= o, erit (ay — bx)'== — 2 — ?L — £*£•, 


Quia autem efl Q Fun&io n — 1 ; R n — i; & S Funtfio 
n — 3 dimenfionum , ob M Funftionem n — % dimenfionum 

erit , cafu infiniti , -^ = o, ideoque ( ay — bx) = ^ — ■ 


~ — ,~9 < ( u y -f v x) — At eft TT ~ ?_r — r & 

M Al{uy-\-vx) ' ' J' ' M M{ny-\-rx) 

Fun&io nullius dimenfionis ipfarum x & y. Quare , cum 
M 

in infinito fit y : x = b : a , fi hic ratio -j pro y - feu b pro 
r & a pro x fubfiituatur , utraque illa Fun<Stio abibit in quan- 
titatem conflantem. 


179. Fiat ergo , fada hac fubfla turione , M ^ A 

— B\ eritque (cy — bx)' — = — A (jxy + vx) — B , 

qui efl iquatio pro Linea curva cum qua Linea curva iqua- 
tione P + Q + R H- A + &c. =0 exprelfa , poflquam in in- 
finitum proceflerit , confundetur. Verum , quia quantitates /x & 
» funt arbitrarii fumatur ju = £&» = n, ac , immutandis 
Coordinatis , fiat ay — bx = u V (aa + b b) & by + ax=x 
t (a a bb), eritque pro eadem illa Curva illa iquatio uu -p 

.. dl ; 4 v-rr- — o , quam patet efle pro Parabola. 

y^aa+bb) ^ aa+bb ’ n r r 

Curva ergo quifita ita erit comparata , ut in infinitum pro- 

tenfa cum Parabola confundatur. Habebit ergo duos tantum 


ramos 
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ramos in infinitum excurrentes , quorum Afynnota non erit Cap.vh, 
Linea recta , fed Parabola fuperiore aequatione exprcffa. 

180. Evenit hoc fi non fuerit A = o : at fi fit A-= o 
( quod evenit fi membrum fecundum Q vel defit vel divifibile 
fuerit per ay — bx, tum a:quatio ceflat eflc pro Parabola, 
entque uu H~ a a b b = ° » cujus tres cafus erunt evolvendi. 

Primo fcilicet , fi B fuerit quantitas negativa , puta ^ = 

— ff, aquatio uu — ff '= o , duas in fe comple&etur a:qua- 
tiones u — f= o & « + f= o , qu$ erunt pro duabus Li- 
neis redis inter fe parallelis, quarum utraque erit Curva; Afym- 
tota , uti calu primo : atque ideo Curva quatuor habebit 
ramos in infinitum excurrentes qui cum iftis duabus rectis con- 
fundentur. 

1S1. Secundus cafus eft quod fit B quantitas affirmativa , 
puta -\-ff. Quia vero hoc cafu aquatio uu -\-ff= o eft 
impoffibilis , Curva nullum habebit ramum in infinitum ex- 
currentem , fed tota in fpatio finito continebitur. Non folutn 
igitur Curva , qus hac squatione P-\-Q + R +4? -|- &c. = o , 
continetur , nullum habebit ramum in infinitum extenfum , fi 
membrum fupremum P nullum habeat Fadorem fimplicem rea- 
lem , fed etiam idem ufu venire poteft , quamvis P habeat 
Fa&ores , uti modo vidimus. Plurcs autem hujufmodi cafus 
adhuc occurrent. 

181. Tertius cafus eft quo fit etiam B = o , in quem 
Kterque praecedentium incidere poteft , ex quo ambiguum eft, 
quomodo Curva futura fit comparata. Hinc ad figuram Cur- 
vae definiendam fequentes termini fpe&ari debebunt. Scilicet, 
cum fit P + Q + R -f- S + &c.=o , atque P=(ay — bx)' M, 

in infifiito erit = ~ ; & ( ay — bx )’ + & -f- + ~ •+• 

— -J- &c. . Ponatur ergo , ut ante , fada fubftitutione X =a 

Euleri Introduci, in Anal, infin. Tom.ll. M 


t 


Digitized by Google 


9 o DE RAMORUM IN INFINITUM 

' l h ~ 3 ■% = A{by -f ax) , = B ; tum vero cum S , 

T, V , &c. , fint Fun&iones (n — i), (n — 3) , &c. 

dimenfionum , exiftente M Fun&ione (n — 1) dimenfionum , 

S-(by+ax) c . T(by-\-axy n . V{ t>y-\-ax ) ' _ _ r D .„ 

Jl L » Ar u • m x: OCC. , 


M 


M 

erit {ay— bx)‘ +A (by + ax) + B + + ( frjW + 

p + & c. = o. Haec ergo aequatio exprimit natu- 
ram curvae Lineae , cujus portio in infinitum diftans , quae pro- 
dit fi by-\-ax ponatur infinitum, conveniet cum Curva in. 
aquatione P-\~Q-{-R-\-S-\- &c. = 0 , contenta. Quam-- 
vis enim , Curva in infinitum excurrente , ( ay — bx )* valorem 
obtineat vel finitum vel infinitum ordinis tamen inferioris quam; 
os' , tamen by -j- ax valorem habebit infinitum. 

183. Mutemus autem Axem , ad quem Lineam iftam; 
Afym totam inventam referamus , ac in eo ponamus AbfciUam 

7'$-% -) ==? > & A pp ]icatam > fltque * 

brevitatis gratia, V ( a & + b b) = g , atque erit iquatio- 
uu - f- — + -— + -£- + — — h -rr + &c. = o. Cum igi— 
tnr in cafu , quem evolvere debemus, fit A=o , & B= 0 * 
flet au + -r + -r + -rr + &c. =0. Quod , fi jam no» 

g t g tt g t -x. ' J 

• •DE 

fuerit C=o , pofito t infinito , termini j — — + &c. , 

prae ^ evanefeent , entque uu +— = o ; qua iquatioije na- 
tura Linei curvi continetur , qui , pofito r=cc , cum Curva 
quifita confundetur. Quare , cum hinc fit u = + V — — 
Curva duos habebit ramos ad eamdem Axis partem utrinque 
convergentes. 

184. Quod fi infuper fuerit C=o, tum fumenda eft ifia 
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aquatio uu -j- = o , ubi iterum tres cafus occurrunt prout 

D fuerit quantitas affirmativa , vel negativa , vel nulla. Primo 
cafu, ob arquationem impoffibilem , Curva nullum habebit ra- 
mum in infinitum excurrentem, fed tota continebitur in ipatio 

finito. Secundo cafu , fi — = — ff ob u u = ; quia po- 

fito tam t = + co quant f= — cc , Applicata u duplicem 
obtinet valorem evanefcentem , affirmativum & negativum, 
Curva habebit quatuor ramos ad Axem utrinque ad utramque 
partem convergentes. Tertio autem cafu , quo D = o , 

* p 

fumenda eft aquatio uu + — — = o , cujus par eft ratio , 

atque in $. prxcedente : ficque confideratio continuari debebit, 
quoad aquatio P Q R -+• S -J- &c. , terminos ulte- 
riores fuppeditat. 

185. Ponamus nunc membrum fupremum P aequationis. 
P + Q-\-R + S &c. = o , tres habere Fa£lores limplices 
■reales ; atque manifeftum eft , fi ifti Faiftores fuerint inter fc 
ina;quales, tum de unoquoque valere ea, quse lupra de unico 
Fa&ore reali funt expofita ; quo ergo cafu Curva habebit fex 
ramos in infinitum excurrentes, ad tres Lineas retftas Afymto- 
tas convergentes. Si bini Faftores fuerint sequales , tum de 
tertio inaequali idem erit tenendum ; quod ante : at de duobus 
aqualibus eadem pracepta funt notanda , quae ante dedimus. 
Tantum ergo fupereft cafus tertius evolvendus , quo omnes 
.tres Faftores funt inter fe xquales. Sit igiturP = (uy — bx)' M. 
Et, quia aequatio P -f- Q + R -j- $ ” 1 “ -&c. =° > fubfiftere non 
poteft in infinito, nifi ( ay — bx)' habeat valorem vel fini- 
tum, vel infinitum quidem at ordinis inferioris quam co 1 , quo 
poteftas infiniti , in quam membrum fupremum P abit , fiat 

minor quam co" ; erit utique in infinito 

1S6. Ad hunc cafum exponendum primum fpe<ftari oportet 
membrum fecundum Q, utrum id Faftorem habear eundem 
fly — bx an fecus : ubi notandum eft fi omnino defit , tum 

M i 


CAF.vrr. 


Digitized by Google 


9 z DE RAMORUM IN INFINITUM 

Iib. II. in priori contineri, quia nihilum quemcunque Fadlorem agnoC 
' cit. Primum itaque non fit Q per ay — bx divifibile. Lt r 

cum Q fit Fnntflio n — i dimenfionum , M vero Fundho n — 3 

dimenfionum , erit ( ax + b y yM nu ^ ius dimenfionis , 

ideoque pofito = -j , abibit in quantitatem conflantem , 

quas fit = A , eritque ( ay — bx)' + A{ax + by) = o, 
fequentia enim membra prsbebunt terminos , qui m infamto prar 
A (a x + by)’ evanefcuut. 

187. Linea igitur curva, quas hac aquatione exprimitur, 

ita erit comparata , ut in infinitum produfla cum Linea cuna 
aquatione P + + & c * > exprefla congruat. Ad 

illam autem proprius cognofcendam , eam ad illum Axem 

'referamus, ih quo fit Abfciffa t = tt * + h * & Applicata u = 

pofito V( aa+bb) = g , eritque a '+-L = o, 
quas zquatio , fi ponatur f = oc , dabit partem Cuns quasfi— 
ta > p _j_ Q + R -f- &c.= o , in infinito exiftentem. Quare» 

fi figura Curvas u' + — = 0 , cognita fuerit, fimul Curvae 
p R -(- &c. = o , portionis infinita figura erit cognita. 

In capite autem fequente has Lineas cunas Afymtotas data 
opera evolvemus. 

188. Quod fi membrum fecundum Q Fadlorem habeat 
tt y — b x ; vel fimul erit divifibile per ( ay — b x )' vel fecus. 
Ponamus non efle divifibile per {ay — b x) , ac fumatur ifla 

Funttio nullius dimenfionis ( ay __ hx j (ax by ^{ > fl u *> P oflto 
, prsbeat iftam quantitatem conflantem A , eritque 
{ay — bx)' +A{ay — bx){ax +by) + +^ + &c * 

s= 0. Hic erit , pofito ^ vel B ( a y — b x) vel 
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B(ax-\-by), prout R fuerit per ay — bx divifibile vel mi- CaT> vt1, 
nus ; verum ~ erit quantitas conflans C. Hinc , ifla aqua- 
tione ad alium Axem relata , inter Coordinatas t & u , ut ante 
fecimus, ea erit vel u' + 


A tu 


-f- 4 - -E- = o. Quia autem tantum cafus huc fpec- 

tat cum t = 00 , termini ultimi evanefeunt. Eritque ergo 
priori cafu u' + - ■ ~ = o , qua: duplicem prsbet 


A tu 
g 


Bu 


C 


+ + —7- = o , vel u' + 

SS * 


gg 


Afymtotam nempe & a = o,&ua + = o » alteram 

refla ni , alteram Parabolam. Pofteriori cafu quoque , exiftente 

t = eo , vel u habebit valorem finitum , eritque , ob finita 

pr® infinitis evanefeentia , = o , ideoque u = 

r gg 

P ro Linea refla. Prsterea vero u valorem infinitum 
habere poterit ; ficque , avenefeente termino tertio , fiet u 
— = o , pro Parabola, Quare utroque cafu duplex prodit 
Afymtota , altera refla altera Parabola , ex quo hos cafus 
a fe diftingui non opus eft. 


189. Sit Q etiam per ( ay — bx)' divifibile, atque prout 
R per (ay — bx) fuerit divifibile vel fecus , iifdem , quibus 
ante , operationibus indituris , prodibunt inter t & u hs aqua- 

tioues : vel u H h — H — r — 0 > vel u H — ~ 

ggg g g 

s= o. Prior cafus eft pro tribus Lineis reffis inter fe paralle- 
lis , fi quidem omnes aquationis u' -f* - — + ~r + = o 

radices fuerint reales , vel pro unica refla Afymtota , fi du® 
radices fuerint imaginari®. Hinc vero varietates nafcunrur 
prout trium illarum Afymtotarum inter fe parallelarum vel 


Digitized by Google 


94 


DE R A MOR UM 'IN INFINITUM 


binx vel omnes coincidunt. Pofterior aurem cafus «' H — -f- 

s 

QE=o , pofiro r = co , locum habere nequit nifi u fit infi- 
nitum , ideoque terminus —■ prx primo u' evanefeet , erit- 

que u + — = o , xquatio pro Afymtota curvilinea ordini* 
.. S 
tertu. 

1 90. Sin autem fuerit A = o , B = o , & C = o , tum 

recurrendum eft ad terminos arquationis P + Q + 

&c. = o fequentes , qui prxbebunt hujufmodi zquationem 

u' -+- — + — -f- — + 8:c. = 0 , in qua , nifi fit D=o , 
g* S* g‘ ’ 

tertius cum fequentibus evanefeit , ut fit u' -f- ,^=o ; fin & 

D = o , erit u' + — == o ; & , fi etiam E = o , erit u' 

g c , 

~ = o , &c. , qux aquationes Lineas curvas denotant , qux , 

pofito t = 00 , cura Curva in xquatione P + Q + R -f' &c. 
= o , contenta congruant. Iftx autem xquationes , quia ineft 
poteftas impar u' , femper funt reales, ideoque certo ramos 
in infinitum excurrentes , declarant. Interim tamen pro his iif- 
dem cafibus Linea recta aquatione u = o , expreifa quoque 

erit Afymtota , quia eft Afymtota Curvarum u' + ~ = o , 
u' -f- ~ = o &c, 

gt 


191. Cum igitur rami Curvarum ad Afymtotam redtam con- 
vergentes tantopere dilcrepare queant , convenit hanc diverfi- 
tatem diligentius perpendere , quod fiet , fi Linea curva fim- 
plicifiima definiatur , qux ad eandem Afymtotam reflam relata 
cum Curva propofita confundatur. Sic , etfi aquatio u' -j- 

+ - r H — C r = o , fi racices omnes habeat reales, tres 

g . g g 

oftendit Afymtotas redlas inter fe parallelas, tamen nondunt 
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patet utrum crura Curva; in infinitum extenfa fint Hyperbo- Ca> - V11 ' 
lira , lioc eft aquatione u = -- exprefia , an alius generis , 

C c 

veluti aquatione u = — , vel u = — &c. , cxprefTa. Ad hoc 
cognofcendum fumatur fequens proximus terminus quem aqua- 
tio fuggerit , nempe — , vel , fi hic defit , , vel etiam , 

F 

hoc deficiente , — — . Sumamus , ut rem generaliter abfolva- 

• jr 

mus', terminum fequentem c(Te — ; atque ex natura aquationis 

i * 


P. -j- Q + R -+■ &c. = o , qua eft n dimenfionum , patet k 
non poffe efte numerum majorem quam n — 3. Sint aqua- 
tionis u' + -j- ~ = o , radices feu Fadores 

S S o 

(m — es) (*/—£)(« — y ) , eritque (u — a) (u — 6)(tf — y) — 
== o. Sit u — «. = — , qua aquatio exprimet natu- 

ram unius Afymtota , eritque — («,-t— € + — )(«, — y -f~ 

t u t u 

— ) = ^ , pofito t infinito , fit C ^ ==: 

1? r t u 


K 


/ * 

191. ^Equatio hac obtinet, fi radix ec fuerit inaqualis re- 
uis radicibus £ & v, hocque cafu fiet I = , r 

& /jl = k , unde radix u = a. fuppeditabit iftam Afymtotam 

K 

CurviUneam u — «. = j-. Si ergo omnes 

(« — 0 \« — y)‘ 

tres radices fuerint inter fe inaquales fingula hujufmodi 
Afymtotas prabebunt. Sin autem dua radices fint aquales. 
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Lta - puta £ = «, , bine Afymrorx ccaiefccnt io unam , eritque 
1 ■■- * ■ = — , unde fit r - — — & i /n = It. Qua- 

re hujus duplicis Afymtotx natura exprimetur hac aquatione 

(«—«)’ = *. Si omnes tres radices fuerint 

( * — y ) ‘ 

aquales , ideoque tres Afynitots in unam concrefcant , eju* 

natura exprimetur hac aequatione ( u — - a )’ = — r-. 

r* 

193. Quod fi aequationis P -{- Q + # 4 ' -j- &c. » fupre- 

imirn membrum P quatuor habeat Fadores fiiflplices realcs , fi 
ii fuerint vel omnes inaequales iater fe , vel bini aequales , vel 
eriam tres aequales , ex antecedentibus natura ramorum in 
infinitum excurrentium una cum Afymtotis colligetur. Unicus 
ergo cafus , quo omnes radices funt inter fe aequales , explana- 
tione indiget. Sit igitur P = (.ay — bx)' M , ut fit M 
Fundio n — 4 dimenfionum ; atque, fi in Fundionibus nul- 
lius dimenfionis , uti fupra , ponatur = -j- , ut praebeant 
quantitates confbntes , fimulque ponatur , mutato Axe , t = 
* v & u = - x , exiftente g = V {a a + bb) , pro 

Liueis Afymtotis fequentes inter t & u orientur squationes. 
Primum fcilicet , fi Q non fuerit divifibile per ay — bx, habe- 
bitur u + = 0, 

£ 

194. Deinde , fi Q fit divifibile quidem per (ay — bx) at non 

per(cy — bx)' , prodibit u 4 -j- = o , in qua , 

pefita t = 00 , Applicata u potefl efTc vel quantitas finita 
vel infinita , ergo duplex prodit Afymtota , reda fcilicet u -f- 

--- = o , & Curva u' + — — = o. Quod ad redam attinet , 

ad eam propius ccgnofccndarn fumatur terminus fequens pro- 
ximus , 
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• s • K • 

ximus , qui fit — ^ , ac rcperietur u + 

qua eft aquatio pro Curva , cujus pars refpondens Abfcifla 
t = co cum Curva quafita confundetur. 


195. Sit nunc Q divifibile per ( ay — bx)' at non per 

{ ay — bx)', videndum eft utrum ii fit divifibile per ay — bx an 

fecus. Priori cafu prodibit u 4 + dUL _j_ ?JJL _j_ £/ _ 0 . 

r g gg g * 

pofteriori vero u 4 H — + — 1 — 4 r = o. Prior cafus 

. . g g g % . 

duplicem dat aequationem , prout u eft finitum aut infinitum , 

ideoque refolvitur in has duas aquationes uu + ■— ^ + -^=0, 

& u + — = o ; quarum illa , fi radices habet ambas reales 
& inaquafes , prabet duas redfas parallelas , fin autem ra- 
dices fint imaginaria , nullum oftendit ramum in infinitum ex- 
currentem : hac vero z/* -f - ~ = o , dat Parabolam Afym- 

lotam. Pofterior aquatio u* + — = o , ( ob eva- 

nefcentem ^ pra , fa<fto t = co , ) duas continet aqua- 
tiones forma uu -f-ar— o, ideoque dua prodeunt Parabola 
Afymtota,, fi fuerit-^' major quam 4 B, qua in unam coeunt 
fi A' = 4 B , at penitus imaginaria evadunt fi A' minor 
quam 4 B , quo cafu nullus Curva ramus in infinitum excur- 
rens defignatur. 

1 96. Sit jam Q divifibile per (ay — bx)' ; atque, prout 
R & S fuerint divifibilia vel non per ay — bx , obtinebuntur 
fequentes aquationes. 


Euleri Introduci, in Anal. injin. Tom. II. N 


/ 
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ii. 


a 4 + 


Au' 


g 


, Bu' i Cu 

+ T + Y 
+ T + 7 + 7 = ° 

. ytu' . J?i/f i C f 

+ t + t + y = ° 

, -/ 4 u' . i? 1 1 

4~ — + — = o 

B gg 


+ 7 = ° 


Harum squationum prima eft pro quatuor redis inter fe pa- 
rallelis , fi quidem omnes radices fuerint reales & insquales , 
radices autem squales duas plurefve in unam colligent. At 
vero radices imaginaris penitus vel duas omnes e medio 
tollunt. In squatione fecunda , ob t = oo , Applicata u non 

C t 

poteft non e(Te infinita , eritque ergo u ' 4 - — = o , Afym- 
tota Curva quarti ordinis. Ex squatione tertia finitum va- 
lorem habere poteft u + — = o , prsterea vero habet hanc 

u' + — = o j Lineam tertii ordinis pro Afymtota. Deni- 
que squatio quarta , ob u infinitum fi t = oo , abit in u* 4- 
» . • • . 
= o , qus squatio , fi B eft quantitas affirmativa , eft im- 

poflibilis, fin negativa defignat duas Parabolas ad Verticem 
oppofitas , qus in infinitum produds cum Curva confun- 
dentur. 


197. Ex his igitur jam via patet, qua ulterius progredi li- 
cet , fi plures F adores fimplices fupremi membri P inter fe 
fuerint squales. Quod enim ad Fadores insquales attinet , 
eorum quifque feorfim confiderari atque Linea reda Afymro- 
ta ex eo nata definiri poteft. Sin autem duo Fadorcs fuerint 
squales, tum per ea , qus $. §. 178. & Jequentibus unt tradi- 
ta , indoles Curvs definiri poteft ; Similique modo pro tribus 
Fadoribus squalibus negotium conficient §. §. 185 ,&fequen- 
tcs ; atque cafum , quo quatuor Fadores funt squales, modo 
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«volvimus , ex quo fimul plurium Factorum zqualitas tradari Cap.vii 
poteft. Ceterum , hinc perfpicitur quanta multiplicitas ac va- 
rietas in Lineis curvis tantum ratione ramorum in infinitam ex- 
currentium locum habere queat ; varietatem enim , quae infpa- 
tio finito inefle poteil: , nondum attigimus. 


CAPUT VIII. 

De Lineis Afymtotis. 

198. In Capite przcedente vidimus plures dari Afym to- 
tarum fpecies , praeter Lineam redam enim invenimus 

plures Lineas curvas Afymtotas hac aequatione ex- 

pretas. Atque ipfa Linea reda fuppeditavit alias Afymtotas 
Curvilineas , cum quibus Linea curva magis convergat , quam 
cum Linea reda. Quoties autem Linea reda reperitur efle 
Afymtota cujufpiam Curvae , toties Linea curva eandem redam 
pro Afymtota habens aflignari poterit , quz etiam fit Afym- 
tota Curvae propofitae. Hujufmodi autem Afymtota Curvi— 
Jinea multo accuratius exprimit indolem Curvae , cujus eft Afym- 
tota ; oftendit enim fimul ramorum numerum cum reda con- 
vergentium , atque plagam , utrum fupra an infra, an antrorfum 
retrorfumve ad redam appropinquent. 

199. Haec igitur infinita Afymtotarum varietas commodilfi- 
jne in ordinem digeretur , fi ipfum fontem , unde eas fumus 
adepti , fequamur. Alias fcilicet Afymtotas praebent finguli 
membri fupremi Fadores inter fe inaequales , alias bini Fac- 
tores zquales , alias terni aequales , alias quaterni & ita porro’ 
Sit itaque propofita zquatio cujufque ordinis n inter Coor- 
dinatas x & y , quz fitP+Q + Ii+ 5 -j- &c. =o , ubi 
P fit membrum fup[emum continens omnes terminos n dimen- 
sionum , Q fit membrum fecundum continens terminos n — 1 

N i 
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tiB. II. dimenfionum , fimilique modo R tertium , S quartum , & ita 
' porro. 

Tab. X. ioo. Sit jam ay — bx Fador fimplex ipfius P , cui alius fi- 
P‘B- 31- m ili s non adfit ; ac ponatur P — (ay — bx) M , eritque M 
Fundio homogenea n — i dimenfionum non divifibilis per 
ay — bx. Sit nimirum A Z Axis, in quo fit Abfcifla 
'AP —x & Applicata PM = y. Quo Fador ay — bx 
fuccindius exprimatur , fumatur alia reda A X pro Axe fecans 
priorem in ipfo Abfciflarum initio A & faciens angulum XAZ , 
cujus tangens = ~ , ideoque finus = y ( a a + bb) & cofi " 

nus = YT^+TTj’ ^ 0C ^ XC P onatur Abfcifia A Q=t t 
& Applicata QM — u; erit , dudis P g , P f novis Coordi- 

natis u & t parallelis, P g — Q f = Tj^a+bb) ' A S~ 

V(aa-Hii) * y(aa + bb~) ’ P f’ \ (a /+ bb)* 

ideoque t = A g + Qg= y**<H -bi)* & U = M f 
Qf= b ~b)" er S° nunc Applicata u Fador 

fupremi membri P. 

aoi. Ex his erit viciffim y — - f(al+bT) & * = 

■ , a . r \ b u r rr i qui valores fi in arquatione P + Q + R + &c. 
y (aa+^J 

c=o, fubftituantur , prodebit aquatio pro Curva eadem ad ** 
Axem A X relata , inter t & u. Ut autem coefficientium 
multitudinem evitemus , fuftineant , C , y , £ , &c. loca om- 
nium coefficientium ; ac , fada fubtitutione , fingula litterae 
fequentcs valores induent. 
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M 

Q 

R 

S 
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= a. t n 1 

+ 

oct"- 

1 . 1 .H- 

U Tttt 

—3 

t 

U 

+ 

&c. 

= € t n 1 

+ 

cr 

1 u ~i~ Ci n ~ 

—3 

s 

U 

+ 

&c. 

ji- 

=yt 

— i 

+ 

yt n ~ 

u + y F 

—4 

• 

u 

+ 

&c. 

= $ 't n ~ 

—3 

+ 

Zt n - 

~‘ t u + St n ~ 

— f 

s 

u 

+ 

&c. 

= t r 

—4 

+ 

it n ~ 

-iu+i?— 6 

* 

u 

+ 

&c. 





&c. 






Quia autem , ad Afymptotam inveniendam , Abfciflam t in- 
finitam ftatui oportet in quovis membro omnes termini pr® 
primo evanefcent. Quare , fi cujufvis terminus primus adfit , 
fequentes negligi polTunt ; fin primus defit , capiatur fecundus ; 
fin primus & fecundus defint , a tertio erit incipiendum. 


ioi. Quia u non dividit Fundfionem M , ejus primus ter- 
minus deelTe non poteft:,fiet ergo a.t n 1 u-\-G>i n 1 =o , 
unde pro u oritur valor finitus , qui fit = c : hoc eft re<Sla 
Axi A X parallela ab eoque intervallo c diftans erit Afym- 
tota. Jam , ad Afymtotam curvilineam magis ad ipfam Cur- 
vam accedentem , inveniendam , ponatur ubique , praterquam 
in primo termino , u = c , ac reperietur hac aquatio 
at" - * u + et" - ‘ + t 1 (*c’ +€c + y) +t n — ] 5 (* c' + 
€c‘-J-yc+^) + &c. = o ; vel,ob au -f- £ = u — c, erit 
(U—C)^ 1 + t"— x (ccc* + €c + y ) + t n — 5 (ac- +€c' -f- 
yc + J) + &c. = o. Nifi jam terminus fecundus defit , om- 
nes fequentes negligi poliunt , fietque ( u — c ) -f- ~ = o ; fi 

fecundus defit , tertius fumatur , eritque ( u — c ) + ^ = o. 

Tertio vero etiam deficiente , fiet ( u — c ) + -^ = o , & ita 
porro. Si omnes, prater ultimum conflantem, deficiant, erit 


Cap. 

VIII. 
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Lib. 


Tab. 

f v< 


Tab. 

F<f 


e> £ lineis 

II. ( u 4. .. ^ — — o. Prorfus autem omnes fi deeflenf,' 

' ' * j/l 1 

tota aquatio divifibilis foret per u = c , ideoque ipfa reda 
u — c = o , foret Curva portio. 

103. Si ponatur u — c = { ; feu , fi AbfcifTa in ipfa Afym- 
tota reda capiantur , omnes Afymtota curvilinea , quas uni- 
cus fupremi membri Fador fuppeditat , in hac aquatione ge- 
nerali comprehenduntur { = -j~ > denotante k numerum 

quemvis integrum exponente n minorem. Quemadmodum 
ergo ha Afymtota curvilinea fint comparata , fi Abfcifla t 
f ponatur infinita , videamus. Sit ergo X Y Afymtota reda 
} pro Axe fumta , & A initium Abfciflarum ; duda reda C D 
orientur quatuor regiones , quas litteris P , Q , R & S defig- 
nemus. Sit nunc primum { = ~ : &,quia fumptos t na- 
gativo, fit \ quoque negativa, Curva duos habebit ramos 
E X tk F Y in regionibus oppofitis P & S ad redam X Y con- 
x - vergentes. Idem eveniet , fi k fixerit numerus quicunque im- 
par. At , fi fuerit k = z. feu { = f f , quia, five t fta- 

tuatur affirmativa five negativa, * perpetuo affirmativa manet. 
Curva conflabit duobus ramis EX & FY in regionibus P & 
Q ad redam X Y convergentibus ; quod idem contingit , fi 
k fuerit numerus par quicunque , hoc tantum difcrimine, quod 
convergentia eo fiat promptior , quo major fit expoaens k. 

104. Habeat fupremum membrum P binos Fadores ay—lx 
inter fe aquales ; atque fada eadem , qua ante , ad alium 
Axem traDflatione , fiet 
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u' -f- a t n ^ 

u' + 

&c. 

Q 

= C t n 1 

+ Ct n ~ 
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+ Gt n - 

—3 
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&c. 

R 

H 

1 

■v. 

II 

+ y t n ~ 

"3u 

+ yt n ~ 

—4 

u -(- y t n * 

u' + 

&c. 

S 

II 

07 

1 

UJ 

+ St n ~ 


+ Zt n ~ 

-5 

u + rt n ~ 6 

u' + 

&c. 





&c. 






Hinc , prout primus membri Q terminus affuerit , five minus , 
duas oriuntur aequationes 

I. 

at n 1 u‘ + (&c n 1 = o 

feu 

a u -{- /3 t = o 

I I. 

a.t n 1 u * + $t n 1 u + y t n 1 = o 
feu 

o.u y = o. 

Quod fi ergo prima aequatio ec u + € t = o , locum habet , 
Afymtota fit Parabola , cum cujus ambobus ramis duo Cur- 
vae rami in infinito confundentur. Curva ergo in binis regio- 
nibus P & R ramos habebit cum Parabola E A F denique con- 
gruentes. 

105. Sin autem altera aequatio *uu + + y = o,re- 

fultet, tum videndum eft an habeat duas radices reales an fe- 
cus. Pofteriori cafu enim hac aequatione nulli prorfus rami in 
infinitum excurrentes denotantur. Sint ergo ambae radices rea- 
les & inaequales , altera u = c , altera u = d , atque Curva 
duas habebit Afymtotas re&as inter fc parallelas. Cujufnam 
vero utraque fit indolis , ut ante , inveftigabimus - r fcilicet cum 
fit a u u -j-€u + y = (u — c ) ( u — d), ponatur ubique 

u=c, pra:terquam in Fa&orew — c , ac prodibit ( c — d)t' 


C a t. 
VIII. 


Tau. X; 
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i (u~c) +i R “ 3 (occ , +ec , + yc + J)4-f' I ~ 4 (ctc , +€c , + 
■yc’ -j- £ c + O + & c - =0. Nifi ergo fecundus terminus 
evanefcat , fequentes omnes , pofito t = eo , evanefcent , erit- 

que Afymtota ( u - — c ) + y = o ; fi terminus fecundus 

evanefcat , fiet ( u — c ) + 7 = o , atque ita porro. Si 
omnes termini , pratter ultimum confiantem , fuerint = o , 
erit ( u — c -f- —~-^~==o , quarum Curvarum figuras fi. 

t = <» , jam fupra omnes defcripfimus. 

io 6 . At , fi amb* radices «quationis x u u £ u y = o. 
fuerint «quales , feu a.uu-\-Qu y= ( u — c )', quia u=c t 
fi hic valor in reliquis terminis fubftituatur, prodibit ifta «quatio, 

«'"(u — c)‘ + r n ~ 3 (ctc'+ec , + V c+J)+r n— ^Cctc 4 -!- 
€ c' + yc + ■+ * ) + &c. = 0 : unde , prout , excepto pri- 

mo , vel non defit fecundus , vel non defit tertius deficiente 
primo , vel non quartus deficientibus fecundo & tertio , fe- 
quentes oriuntur aequationes pro Afymtotis; 

(u — c )* +~ = o ; 

( « — e )* .+ -77- .= o ; 

(u — c )* + -77- = o j 
ufque ad 

<«-c)* + ^ i = o; 

Si omnes termini prster ultimum conflantem defint. Verum 
fi etiam ultimus evanefeeret , foret ( u — c )* = o , ideo- 
que Linea redta ipfa foret Curv« portio , Curvaque adeo 
Complexa. 

107. Quanquam fic omnes cafus , quos duo Fadtores «quales 

prebeant , 
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prabeant , enumerati videntur , tamen ultima aquatio alias Ckt. 
adhuc induere potefl: formas , unde diverfa Afymtota fequun- v 1 * 


tur. Evenit hoc, fi Fadlor poteftatis t n i per u — c divifi- 
bilis deprehendatur : tum enim , uti in primo termino , relin- 
quatur u — c ac adjiciatur infuper terminus fequens qui pro- 
xime adeft , hocque cafu ejufmodi emergent aquationes 


/ • v» , A ( u — c ) , B 

c."— O +— — — + TT == ° 

u — c) +^— t + — = o 

ufque ad 

, v . A{u — t) . B 

(u — c) H i.+^— = o. 

Sin autem fecundus terminus penitus defit , vel per ( u — c)* 
divifibilis fuerit , tum fpe&etur terminus tertius , qui fi per 
u — c divifibilis deprehendatur , in eo u — c relinquatur , at- 
que praterea fequens proximus terminus adjungatur. Hocque 
cafu ejufmodi orientur aquationes 

{u — c) H H r = ° 

' tt ' t' 

(n— c)‘ + d hL —.0. +^- = o 

\ /i tt 1 t' 

ufque ad 

(n — cy + — ~ ^ +— ==o. 

' rr 


Quod fi etiam tertius terminus defit , & quartus per u — c 
divifibilis reperiatur , vel etiam hoc deficiente quintus , & ita 
porro , nafcetur hujufmodi aquatio pro Curva Afymtota , 


(u — e)‘ -+ 


A( u c ) 


B 


Euleri Introduci, in Anal, infin. Tom. II, 


O 


Digitized by Google 


i c 6 DE LINEIS 

Iib. II. ubi exponens p femper minor erit quam q , & q minor quatn 
n — i. 

208. Ponamus u — c={ , atque hse aequationes omnes 

in hac forma — — ' + — = 0, continentur. Ad quam 

t p fi 

evolvendam tres cafus funt fpe&andi , prout fuerit q major 
quam 2 p , vel q aequalis 2 p , vel q minor quam 2 p. 

Cafu primo , quo q fuperat xp ; duae aquationes in illa con- 

linentur , ^ — = o A [ - - = o : utraque. 


enim , radio t = eo , fatisfacit. Nam , pofito f : 


aequa- 


tio fuperior abit in 


— + — , feu A' — A' 4- 

1 r» rt ' 


= 0 , quod , ob q majorem quam 2 p , verum eft , erit 
autem p minor quam 

At, fi { = -^— , fiet + -*_ , f ei i 

1 Afl—P A-t 2 *— 1 ? fl 

S B 

B -\-B = o , quod verum eft ob terminum pri- 

A'fl lp 

mum evanefeentem fadlo r= 00. Hoc ergo cafu fuper , eadem 
Afymtota redla duae habentur Afymtots curvilineae , ideoque 
quatuor rami in infinitum ex currentes. 

Secundus cafus, quo q = 2 p , praebet aequationem 7 j — 

|- = o , quae, vel eft imaginaria, fi A A minor quam 
4 B , quo cafu nulla Afymtota extat, vel duas praebet Afymtotas 


fimiles 


, fi A A major quam 4 B. 


In tertio cafu, fi q minor quam ip , aequationis medius terminus 
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iemper evanefcit , pofito t — oc ; eritque ergo ~ — 0> 

. 

«quatio pro una Arymtota. Formas quidem procedentium 
Afymtotarum jam expofuimus , quare iftas Afymtotas hac for- 
ma p f contentas examinemus. 


109. Si igitur Axis in ipfa Afymtota re&a u = c fumatur , 
& Applicata u c ponatur = £, omnes ili® Afymtota: cur- 
▼ilines continebuntur in hac aquatione {{== — , deno- 

tante Ac nu me rum integrum minorem quam n — 1. Harum 
autem Curvarum rami in infinitum excurrentes , feu fado 


t= 03, ita fe habebunt. Si k = 1 , feu , q U ; a t 

negativum fieri nequit. Curva duos habebit ramos E X &. 
FX m regionibus P& R in infinitum excurrentes , quod idem 
eveniet fi fuerit h numerus quicunque impar. At , fi fit k nu- 
merus par , ut z , feu { { = ~ , primum difpicicndum eft 

utrum C fit quantitas negativa an affirmativa. Priori cafu 
«quatio rea lis efTe nequit , ideoque Curva hinc nullum habebit 
ramum in infinitum extenfum. Pofteriori cafu Curva quatuor 
habebit ramos in infinitum excurrentes & cum Afymtota X Y 
concurrentes, fcilicet EX, FX, G Y, & H Y in omnibus qua- 
tuor regionibus P , Q , R , & S difperfos. 


110. Ponamus fupremum membrum aquationis P habere 
tres Faflores «quales , atque aquatione ad Coordinatas t &cu 
redu&a , ut fit u ifte Fa&or triplex ipfius P , erit. 


P — + u' + c a n ~+ u 4 4- & c . 

Q= & n ~' + Cr" -1 u + Zt n ~ 3 u + Qt n ~*u' + G t n ~1 u - 

R—yi n 1 -f yt n ~ 3 u + yt" -4 U + yt n ~ * U x + y t n ~ 6 u 4 + &a 

S=St n 3 + $t "~' 4 u + St n ~ 5 u' 4* $t n ~ 6 u' $t n ~ 7 u 4 -f- &C, 

&c. ♦ 


O z 


C A P. 
Vili. 


Tab. X. 
Fif. 39. 


Tab.XI. 
P<g. 40. 
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tu- II- Hinc , pro diverfis conftitutionibus membrorum Q &.R; 
fequentes oriuntur xquationes. 

I. 

tt f n— 3 u' +£t n —' = o 

I I. 

cu n 3 u’ 2 U + yt n 1 =: o 

III. 

a.t n 3 u’ -p &t n 3 u + y t n 1 = o 

I V. 

a t n 3 u’ + 3 u* + yt' 1 3 = o. 


T* ». xr. in. Prima xquatio abit in r’ = o , ideoque hic 

F‘£- 4 1 * Afymtota ell Linea tertii ordinis , cujus talis erit figura , ft 
AblcilTx t fuper Axe X Y a pundlo A fumantur. Duos fci- 
licet habebit ramos £ & i 7 in regionibus P & Q in infinitum 
excurrentes. 


Secunda xquatio ita fe habet au’ + C t u + y t = o. Ex 
qua u , pofito t = oo , duplicem valorem habere potell , vel 
finitum vel infinitum , ideoque in has duas xquatiores refol- 
vitur € u + y = o &c a. u u Q t =o , poflerior ell pro Pa- 
rabola , uti ante vidimus , ac propterea Curva habebit duos 
ramos in infinitum extenfos ad Parabolam appropinquantes. 
Prior vero xquatio prxbeat u — c = o , qux eft pro Linea 
redla Afymtota , cujus indoles perfpicietur fi , praeterquam ia 
£ u + y = u — c , ubique loco u lcribatur c ; eritque ergo , 

t n ~ X (u—c) + t n ~ *( ac ’+Cc* + yc + S)+f n ~*(ct<: , + 

€ c' -}- yc* + Sc + f ) -f- &c. = o ; unde , uti fupra, fequitur 


vel ( u = c ) + — = o , vel (// — c) + — — o , 


fore 

&c. . Ultima vero xquatio, qux oriri poteft , eft(w — c)4- 

- — - = o. Hoc ergo cafu Curva duplicem habebit Afym- 

• 
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totam, alteram redam indolis hic declarat*, alteram vero C a p. 
Parabolam conjundim. ^ 

zn. Tertia aquatio «. u' + £ u' + yt=ro, pofitot = 00, tab. xr. 
fubfiftere nequit , nifi fit u = 00 ; ideoque terminus £ u pra Fig- 4». 
a u' evanefeit , proditque ifta aquatio tertii ordinis a. u -f- 
y t = o , pro Afymtota , cujus hac eft figura , ut in regionibus 
oppofitis P & S duos habeat ramos A E &c A F in infinitum 
excurrentes. 

Quarta aquatio autem et u' + "£ u y u + S = o , vel 
unam vel tres Afymtotas redas inter fe parallelas exhibet , nifi 
dua vel omnes inter fe fint aquales , ad quarum indolem in 
dagandam fit primum u = c , radix aquationis una aliam fui 
fimilem non habens, fitque «.u' -f- £ u -j- y u -p £ = (u — c) X 
(fu -\-gu-\-h). Ponatur ubique u=c , praterquam in hoc 

Fadore u — c , ac prodibit hujufmodi aquatio t l u — c) -+• 

A t n 4 + Hi n * -f- C t ' 1 6 + &c. = o ; unde Afyin- 

JC 

tota orietur forma u — c = -£• , exifteute k numero minore 

t 

quam n — 1. 

113. Si aquationis et u' + + y 1/ + ^ = o, dua radi- 

ces fuerint aquales, ita ut ea expreflio fit=(u — c )‘ x 
(Ju-\-g)', atque, ftatuendo u= c , nifi in quopiam mem- 
bro fuerit Fador u — c , ad hujufmodi aquationem pervenie- 
tur (u — c)' + — C - -F— =0, nbi erit q minor 
*. ? t 5 

quam n — z,Scp minor quam q , quem cafum ante evolvi- 
mus. Supercft ergo cafus , quo aquatio u ' £ u -\-yu-\- 
$ = o , tres habet radices reales , puta ( u — c )' , atque hu- 
jufmodi obtinebitur aquatio (u. — c)' t n ^ -f- P t n " 4 -j- 

Qt n—S + Rt n 6 + S t n 7 + &c. = o. Quod fi P 
non fuerit divifibile per u — c, ponatur u = c , fierque 
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(u — c)' + = o. Sin autem P divifcrcm habeat 1 1 — e 

femel, ponatur ubique, praeterquam in hoc Fa&ore, h =c, 
atque orietur aequatio hujus forms (u — c) 1 + A 1 -f» 

—-= o , exiftente q numero minore quam n — i ; eft vero 

— terminus fecundum proxime fequens , qui non evanefcit 
fi 

fa&o u — c. Sin P adeo per ( u — c)' fuerit divifibilis , Q 
vero non habeat Fa&orem u — c, orietur aequatio hujus for- 
ma; ( u — c )' + — — — - — — — |- — = o. Quod fi autem 

fecundus adeo per ( u — c)' fuerit divifibilis , tum ordine 
procedendum eft , donec ad terminum perveniatur non dixi— 
fibilem per(u — c)' , qui fi fuerit divifibilis per(« — c) , 
ulterius eft progrediendum , donec ad terminum non divifibi— 
lem per u — c , perveniatur. Sin autem ille terminus per 
( u — c )* divifibilis fuerit , procedatur ulterius donec perve- 
niatur ad terminum vel non divifibilem per u — c vel divi— 
fibilem. Priori cafu aquatio terminetur , pofteriori ulterius 
pergatur donec ad terminum non divifibilem per ( u — c) 
perveniatur. Sic itaque obtinetur femper aequatio in hac 

forma generali contenta ( u — c )' + y1 '' u ~ ^ -f 

'tP fi 

r .... 

-X- = o, ubi erit r minor quam n — x; q minor quam r, 

/ . 

& p minor quam q. 

a 14. In hac aeqiujjione vel tres continentur aequationes for- 

jn*(u — c ) = ; vel una hujufmodi & una (u — c)’= r 

r 

—r ~ ; vel unica tantum formae (1/ — c )' = -r - ; quod pof- 

fi 

trcmum evenit fi fuerit & $p major quam r & jq major quam 
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l r. Tum vero etiam fieri poteft ut du® aquationes fiant C a p. 
imaginari® , qu® ergo nullam Afymtotam indicabunt. Cete- 
rum formas harum Afymtotarum jam explicavimus prater 

ultimam aquatione ( u — c)' =-7- contentam. Prabet autem 

r 

ifla aquatio , fi k fit numerus impar , formam Figura trige- T * *. x. 
fima fexta defignatam , cum duobus ramis EX & FY in ,g ' 
regionibus oppofitis P & S in infinitum excurrentibus. Sin 
autem k fit numerus par , orietur forma Figura trigefima T a a. x. 
feptima reprifentata in qua funt duo rami EX & FY ad ^ J 7 * 
eandem Afymtot® re&® XY partem , feu in regionibus 
P & Q excurrentes. 


115. Quoniam ex his facile perfpicitur , quemadmodum 
Afymtotarum forma , fi quatuor plurefve Fa&ores fimplices 
in membro ®quationis fupremo fuerint aquales , inveftigari 
debeat, ulterius hic non progredior; verum hoc Caput appli- 
catione regularum datarum ad unum exemplum finiam. 


Exemplum. 


Sit igitur propofita Linea curva hac aquatione exprejfa y'xx X 
(y — x) — xy (yy + xx) -{- ie=o , cujus fupremum mem- 
brum y'xx(y — x) unum Factorem habet folitarium , y — x , 
duos aquales xx , & infuper tres aquales y'. 

Confideremus primum Fa&orem fimplicem y — x ; ex quo, Tab.XI. 

pofito y=x, fiet y — x ^ =0 ; & , ob x= co , erit F ‘ e ' 

y — x = o , qu® eft aquatio pro Afymtota re&ilinea BAC 
cuui Axe X Y in initio Abfciflarum faciens angulum femirec- 
tum BAY. Ad hanc Lineam transferatur tanquam ad Axem 
aquatio, quod fiet ponendo y = ^~ & x = ~- ^ quo 

fa&o orietur h®c iquatio 
1 = o : unde , per 4 multiplicando , fiet 


/ 


V 
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o = f'i/ + i’uu — lf' u' — ir tu 4 + tu’ -j- u* 

— ir 4 -f- ia‘ 

+ 4 

ex hac aquatione , faflo t= oo, invenitur z/=o ; ideoque 
reliqui termini, praeter hos duos t' u — n' , evanefcunt ; 

unde pro Afymtota curvilinea erit u = --. Ob hunc ergo 

Factorem Curva quaefita duos habebit ramos bB , cC in 
infinitum excurrentes. 


ix6. Sumantur nunc Faftores aquales gemini x' ; eritque, 
ob x x = x • Axe ergo fumto refla A D 


■x) 


ad priorem XY normali , fiet y=t & x=u , pro quo illa 


aequatio refultat 
o = t 4 u 


■ t u 


— t' u — tu' 

“T I 

quae, faflo t infinito , abit in t“u‘ —t'u 1=0 , unde du* 
nafcuntur aequationes u=-i- & u =jT’ Quare hic Fac- 
tor quatuor praebet ramos in infinitum excurrentes ; primo 
nempe duos dD, e E ex xquatione u = & duos ad 

eafdem partes fitos §D & i E ex aequatione u=-^-. 


117. Tres Faftores tequales y' referuntur ad ipfum Axem 
XY , fietque t = x & y = u, unde nafcitur aequatio haec, 
o = — t' u' + t tu* — t' u — tu' -j- 1 : 
quae , pofito t infinito, dat t' u' + t'z/ = o , feu u(uu+ 1) 
o ; unde , ob uu -f- 1 = 0 aequationem impolfibilem , unica 
obtinetur Afymtota refla « = o, conveniens cum ipfo Axe 
X Y , cujus indoles exprimetur hac aquatione t' u = 1 feu 

u = ■— ; ac propterea ifte Fador triplex duos tantum prae- 
bet ramos yY & xX in infinitum excurrentes. Omnino ergo 

Curva 
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Curva quxfita odo ramos in infinitum extenfos habebit , qui 
quomodo in fpatio finito inter fe conjungantur hujus non ell 
loci explicare. 

n 8. Ex hoc ergo & prxcedente Capite ramorum in in- 
finitum extenforum varietas luculenter perfpicitur. Primum 
enim hi rami Curvarum vel ad Lineam quampiam redam tan- 
quam Afymtotam convergunt , uti fit in Hyperbola , vel 
Afymtotam redam non habent , uti Parabola. Priori cafu rami 
Curvarum vocantur hyperbolici, poftcriori parabolici. Utriufque 
claffis inumerabiles dantur fpecies ; ramorum enim hyperbo- 
licorum fpecies his exprimuntur aequationibus , inter Coordi- 
natas t & u , quarum illa t ftatuitur infinita. 


C a r. 
VI i I. 



Ramorum vero parabolicorum fpecies indicantur fequentibus 
aequationibus. 

u' = A t ; u' = At ; u* == At ; u = At , &c. 
u' =A t ' ; u* = At' i u' = At’ ; u = At’, &c. 
u' *=A t' ; u ' ' = At ' ; u = At' ; u 1 = At' , &c. 

&c. 

Quselibet autem «quatio harum expofitanim , ad minimum 
duos exhibet ramos in infinitum excurrentes , fi exponentium 
ipfarum t & u non uterque fuerit numerus par ; fin autem uter- 
que exponens fuerit numerus par , tum vel nullum ramum in- 
finitum prsbet vel quatuor : illud fcilicet evenit , fx «quatio 
fit impollibilis , hoc vero fi fit realis. 


Eulcri Introduci, in Anal. infin. Tom. II. P 
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Lib. II. 


CAPUT IX. 


De Linearum tertii ordinis fubdix ijione in fpecies. 

aicj.N.xuR a atque numerus ramorum in infinitum exten- 
forum merito efientialc difcrimen in Lineis curvis confiituere 
cenfctur , atque ex hoc fonte commodifiime dcfumitur ratio 
fubdivifionis Linearum cujufque ordinis in fuas fpecies diverfas. 
Hinc enim quoque oritur eadem Linearum fecundi ordinis divifio 
in fuas fpecies , quam ipfa rei natura fupra fuppeditaverar. 

Sit enim propolita atquatio generalis pro Lineis fecundi or- 
dinis 


*yy + £yx + yxx + $y + tx+ C=°> 


cujus fupremum membrum a,yy -\-Gyx -\-yxx , potiffimum 
fpc$etur , utrum habeat Factores fimplices reales an fecus. 
Quod fi enim careat Fadtoribus , nafcitur prima fpecies El- 
lipfts didta , fin autem Fatftores fint reales , videndum eft utrum 
fint inaequales , an aequales illo cafu oritur Hyperbola , hoc 
vero Parabola. • 

aio. Cafu ergo , quo membri fupremi Fadtorcs funt reales 
& inaequales. Curva duas habebit Afymtotas redtas ; ad qua- 
rum naturam inveftigandam fit a y y + £ y .v -f y xtt = 
( ay — bx)(cy — dx), ita ut fit 

(ay — bx) (cy — dx) -|-5 l y-F«x’-|-{ = o. 


Confideretur primum 
2- = — , fiet itaque 
ay — b x - j- 


Fadtor a y — b x , qui in infinito dat 

LLtl* j I -_ 0 

b c — ad ' cy dx 7 
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unJe squatio ay — b x -f- ^ = o , definit pofitio- 

nem unius Afymtots recfla ; fimilique modo squatio hsc 
cy — dx -f~ j 2~~ 'll == ° » °^ en def Afymtotam alteram. 

iii. Ad naturam cujufque Afymtots fcrutandam , squa- 
tionem ad alium Axem transferamus ponendo y = 

& x — y/{Z±bb ) » fltc I ue ^^a + bb) = g , erit u((ac + 

db) u + (bc — ad) t ) + (£ f — + g — o 4 

ideoque 

g{bc — ad)tu-\-g(ac~\-bd ) uu + 

+ a — tb ) u + £g = o. 

Hinc , pofito in reliquis membris u — - > 


g ( * « J) • 

erit ( g{bc — ad)u + $b + «a) r — 

■ gdc — aj) KS = ° » fcu g(bc — ad)u + Sb + 

ta + ^ ^ ad -y- h ^ = 0 : erit ergo Afymtota 

hyperbolica generis u=-^-. Simili vero modo Afymtota 
altera ex FaSore cy — dx oriunda definietur, unde Curva 
habebit duo ramorum in infinitum extenforum paria , utrum- 
que squatione u = dL exprefTum. 

in. Sint jam ambo Faftores squales , feu a. yy -f- &xy -{- 
yxx = (ay — bx)‘ ; atque , fa&a eadem ad alium Axem 


tranflarione , qua fit y = 


a y -{- b t 


gguu + 


(±! 


g 


, & x = 


a t * 


b u 


erit 


AI» + (/* + ««)* + g = o; &> (adot 


g g 

infinito , erit uu - J- * . ta 1 = o , qua sanatio oftendit 

s ' i % 


Cap.IX. 
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Lib.II. duos ramos parabolicos fpeciei uu = A t , quippe CiSrva i pfa 
erit Parabola , ipfaque fua Afymtota. Sin autem (.flet £ b -f- 

ta = o , tum aequatio foret gguu H — — “ + £=o , pro 

duabus re< 5 iis inter fe parallelis , qui efl: cafus , quo aequatio 
fecundi ordinis tota in duos Fa&ores limplices efl refolubilis. 

Sic igitur fpecies Linearum fecundi ordinis inveniflemus , 
etiam fi nondum eruta: fuiflent. 

223. Eodem igitur modo aggrediamur Lineas tertii ordinis, 
quarum aequatio generalis eft 

ay' + £yV + >y **+£*' + fyy+<£yj r+ rxx + fiy + tx+x=o. 

Supremum igitur membrum ay’ + Cybr -\-yyx' , quia 

efl imparium dfrnenfionum , vel unum habet Fa&orem flmplicem 
realem , vel omnes tres Fa&ores fimplices erunt reales. Se- 
quentes igitur cafus funt evolvendi. 

I. 

Si unicus extet Faflor fimplex realis. 

IL 

Si omnes tres fint reales, & inter fe inaequales. 

in. 

Si duo Fa&ores fuerint aequales. 

I VJ 

Si omnes tres Faflores fuerint aequales. 

Quoniam vero in quovis cafu ad unicum Fa&orem calculum 
accommodafle fuflicit ; fit ifle Fafior, five folus adfit five 
cum aliis fui aequalibus inatqualibufve , a y — b x , atque 
ad hunc politio Axis ita immutetur , ut ha£enus fecimus ; quo 
fa< 5 fo , oriatur haec aequatio, qua vice fuperioris utamur cum 
aeque late pateat 

o.ttu-\-Q,tuu-\-yu ' £«+ itu + + 62/ + < = o , 

ubi membrum fupremum xttu -\-Qtuu + yu\ unum certe 
habet Fa&orem u. 
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Cap.IX. 

Casus I. _ 


114. Habeat ergo membrum fupremum unicum Favorem 
realern u , quod evenit fi £€ fit minor quam 4«.y : atque, 
pofito t infinito , erit «« + S' = o, quae eft aequatio pro 
Afymtota reda. Praebeat hac aequatio valorem u=.c\ eritque, 

eitt(u — c) + t(£cc + 1 c + v) -f-yc' <£«: + 0 c-f- 1 = o , 

quae eft aequatio pro natura Afymtota. Hinc, prout €cc + 
t c + rt vel non fuerit — o , vel fit = o , duplex Afymtota 

indoles prodit ; nempe vel u — c = — , vel u — c = — ; 

unde dua prima Linearum tertii ordinis fpecies formantur , qua 
ita fe habebunt. 

1. 

s 

Prima Species unicam habet Afymtotam redam fpeciei 
A 


Secunda Species unicam habet Afymtotam redam fpe- 

•• • A 

ciet u = — 
tc 

Casus II. 

f * " ' 

115. Sint membri fupremi tres Fadores fimplices reales & 
inter fe inaquales ; quod evenit fi in aquatione 

eatu + G>tuu + yu' + Stt + itu -f- £ uu + vt + -f- / = o , 

fuerit €€ mnjor quam 4*7. Hoc igitur cafu de unoquoque 
Fadore eadem fiint tenenda, qua modo de unico Fadore funt 
expolita. Unufquifque fcilicet fuppeditat binos ramos hyper- 

bolicos vel fpeciei u = , vel fpeciei u = -yy , unde 
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nff de linearum tertii ORDINIS 

ttu. 1 1. m hoc cafu quatuor diverfs fpecies Linearum tertii ordinis 
continentur , tribus Afymtotis re&is ad fe invicem utcunque 
inclinatis prsditE, qus fpecies funt. 

3 ' r . . A 

Tertia Species tres habet Afymtotas fpeciei u = y. 

4 - 

Quarta Species duas habet Afymtotas fpeciei u = 
— & unam fpeciei u = 

t r tt 

Quinta Species unam, hahet Afymtotam fpeciei u = --&duas 

fpeciei u = -A. * 
ji tt 

A 

Sexta Species tres habet Afymtotas fpeciei n=— . 

z z6. Videamus autem an ha; omnes fpecies fint poflibiles ; 
quem in finem fumamus hanc Equationem latiflime patentem , 

y(*y — Cx )( yy — $x) -f- ixy + { yy + vx + fiy + t — o , 

cujus fupremum membrum tres habet Fadtores reales ; quan- 
quam enim terminus xx eft omifius , tamen «quatio non minus 
latepatet. Ex praecedentibus autem intelligitur, Factorem j prae- 
bere Afymtotam formE u = y , fi non fuerit » = o. Qua- 
re videamus cujufmodi Afymtotam prsbeat Factor «.y — Gx. 
Ad hoc ponamus y = «. u + £ t , &tx = a.t — Cwj (itque , 
brevitatis ergo , a.' + C = i , quod femper aflfuir.ere licet ; 
atque squatio transformabitur in Ijanc formam. 

€(£y — o.o)ttu -j- (za€y — (aec. — C,£,)$)tuu -(- «.(«.y +£§■) u' 

-\-Q(sU -j- -(-(«. a,— -f- — &t)u 

+(a6' — 

+ t 

HicFa6tora.y — Cx- tranfit in u . ; ex quo., pofito t infinito , 
* Vide infra pag. 1 1 9. 
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primum fit u = c , qui valor fi loco u in fe- 

cundo membro continente t fubfiituatur , oftendet ex hoc 
Fatftore u feu a y — Afymtotam oriri formas u = ~ 
nifi fuerit. 

<t« + d , (ti + CDJ v « + £_{_) _ 

e ^ .(**— cyy — • ' 

Simili modo Fatftor yy — $x Afymtotam praebebit form# 
*u = — nifi fuerit 

t 

+ (>« + JQ 0 • 

j- ^ { a j' — c 7 y ~ — . 

xij. Hinc patet fieri utique pofle ut neque » neque utra- 
que formula modo inventa cvanefcat , ex quo fpecies tertia 
utique erit poffibilis. Quod ad fpeciem quartam attinet , po- 
natur v = o , quo una Afymtota formas u = j- prodeat; 

-tum autem ambas reliquae exprefiiones in unam coalefcunt, 
• > 
ideoque binae reliquae Afymtotas erunt formae u = — , nifi 

fuerit 0 + ^ ^ = ° » un< ^ e & fpecies quar- 

ta eft poffibilis. At , fi praeter n = o , una ex binis reliquis 
expreffionibus reddatur = o , pmul altera evapefcit ; quam 
ob rem fieri non poteft , ut duae Afymtotas fiant formas u = 

. — , quin fimul tertia eandem formam induat ex quo fpe- 
cies quinta eft impoflibilis. Sexta autem ob hoc ipfum erit 
poffibilis , quia oritur , fi n = o , & 6 = ~y* y-— \ 

Hi ergo duo cafus quinque tantum prasbuerunt fpecies Linea- 
rum tertii ordinis , quod ea , quam quintam pofuimus , prs- 
termitti debet, '& 

5. 'V / ■ 

A 

Quinta Species tres habet Afymtotas fpeciei u = — , 


Cap.IX. 
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hh. II. 

Casus III. 

n8. Habeat membrum fupremum duos Favores u aequa-, 
les ; quod evenit , fi in aequatione cafiis praecedentis primus 
terminus a. tt u evanefcat. Aquatio ergo generalis ad hunc 
cafum pertinens erit hujufmodi , 
oituu — Qu' ytt $ tu + tuu * u + & = o , 

habet ergo membrum fupremum duos Fadores u aequales , ac 
tertium a u — € u reliquis ina:qualem. Ifte tertius Fa* 51 or 

producet Afymtotam vel formae u = ^ , vel formas u = 

~ , prout fuerit haec exprcflio 

(oi£-|-iCy)(tt. t £ -f££y) — 

vel non = o , vel e=^= o. 

xzy. Quod ad duos Fa&ores aequales attinet , primum ca- 
fus occurrit , fi y non fuerit = o ; tum enim , facio t = oo , 
fiet oc uu -J- y t = o , qus e(l aequatio pro Alymtota para- 
bolica fpeciei uu=zA t. Hinc illa: duas nafcentur fpecies novae 
Linearum tertii ordinis , nempe. 

6 . 

Sexta Species habet unam Afymtotam fpeciei u = ~ 
St unam Afymtotam fpeciei uu = At. 

7 - 

Septima Species habet unam Afymtotam fpeciei u =3 
~ & unam parabolicam fpeciei u u = A t. ■ 

130. Sit jam y = o ; atque Fa&or tertius * t — £ u dabit 
Afymtotam formae u = — , fi fuerit 

$ (a. f + € £ ) = a(a»+C^) 
fin autem hasc asqualitas non habeat locum , Afymtota erit for- 
mas u=~. Habebimus ergo hanc aequationem 

- + « tMU 
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+ cUUU € u' 

-j- $ t U + ( U u 

-i-<p +*u ° 

Hic , fe&o t= oo , fiet = o. 

Sit primum £ S - minor quam 4 «. £ , atque hinc nulla oriettar 
Afymtota ; quare ex hoc cafu dua oriuntur fpecies. 

8 . - 

Octava Species habet unicam Afymtotam fpeciei 



Nona Species habet unicam Afymtotam fpeciei 



431. Sint aequationis et«u + S'« + £= 0 > ambae radices 
reales & inaequales , nempe £ S major quam 4 <x £ ; atque hinc 
dua prodibunt Afymtota reda inter fe parallela , utraque forma 

u = -- , qui cafus denuo duas fuppeditat Species. 

10. 

Dec ima Species habet unam Afymtotam fpeciei u =? 
— & duas inter fe parallelas fpeciei u = 

1 1. 

Undecima Species habet unam Afymtotam fpeciei u = 
~ & duas inter fe parallelas fpeciei u = 

134. Sint aquationis awu + £= o , amba radices 
inter fe aquales, feu SS' = 4«.^ J feu etuw + S'tf + £ = 
«.(u — c)’, fietque «,f(t/ — c )’ = Cc’ — tcc — »c — 0, 

unde oritur Afymtota reda una fpeciei u« = y. Hinc ergej 

dua nafcuntur Species nova. 

n. 

Duodecima Species habet unam Afymtotam fpeciei 
Euleri Introduci, in Anal. infin, Tom. II. Q 


Cap.IX. 


m DE L INEA R UM TERTII ORD INIS 
^ 1B ' u = y & unam fpeciei u u = — . 

* 3 - 

Dec imatertia Species habet unam Afymtotam fpe- 
ciei u = j- & unam fpeciei u u = 

Casus IV. 

1 33* Quod fi membri fupremi omnes tres Fadores fuerint 
squales, aequatio habebit hujufmodi formam , 

ctu' -\-Cit + ytu-\-$uu-\-tt + { t u + it = o, 

Hic primum fpe&andus eft terminus € t 1 , qui fi non defit , 
Curva habebit Afymtotam parabolicam fpeciei u' = A t t , 
ficque una oritur Species. 

! 4 - x 

Dec imaquarta Species habet unicam Afymtotam 
parabolicam fpeciei u' = A 1 1. 

134. Defit jam terminus C 1 1 , eritqne 

au' •\-ytu-\-Suu-\-it-\- ^ u -f- » = o ; 

unde , pofito t infinito , fiet au' + y r u + 1 1 = o , nifi fint 
y & t = o. Non igitur fit y = o, atque in hac aequatione 
duae continentur aequationes a.uu + y t=o, & yu + t = o; 
prior eft pro Afymtota parabolica fpeciei u u = At; pofterior 

vero , fi ponatur ~~~ = c > dabit aequationem hanc 

yt(u — c) + ac’ -j-^cc + ^c + w = o, 

eritque ergo pro Afymtota hyperbolica fpeciei u = ~ , 
unde. 

I 5* 

Decimaquinta Species unam habet Afymtotam pa- 
rabolicam fpeciei u u =. A t , unam redam fpeciei u =s 
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, ~ , atque Axis paraboli parallelus eft alteri Afymtoti reda?. 

23J, Sit etiam y = o, ut fit haec aequatio 

mu' 4-Juu + tt + ^i/ + »f = o, 

ubi t evanefcere non poteft , nifi fimul Linea ceflet efTe Curva. 
Fa&o autem t infinito , neceflario u debet effe infinita, und.e 
fit mu' + £ t = o , quae praebet fpeciem ultimam. 

16. 

Decimasexta Species unam habet Afymtotam para- 
bolicam lpeciei u' = A t, 

136. Omnes ergo Lineas tertii ordinis reduximus ad fede- 
ciem Species , in quibus propterea omnes illa; Species feptuaginta 
duo:, in quas Nbwtonus Lineas tertii ordinis divifit , con- 
tinentur. Quod vqro inter hanc noftram divifionem ac Ncw- 
tonianam tantum intercedat difcrimen mirum non eft ; hic enim 
tantum ex ramorum in infinitum excurrentium indole Specie- 
rum diverfitatem defumfimus , cum Newtonus quoque ad 
Catum Curvarum in fpatio finito fpedaflct , atque ex hujus 
varietate diverfas Species conftituiftet. Quauquam autem hic 
divifionis ratio arbitraria videtur , tamen Newtokus fuam 
tandem rationem fequens multo plures Species producere po- 
tuiflet, cum equidem mea methodo utens neque plures neqlie 
pauciores Species eruere queam. 

237. Quo igitur natura & complexus cujufque Speciei me- 
lius perfpiciatur , aquationem generalem pro qualibet Specie 
exhibebo , idque in fimplicitlima forma , qui falva univerfita- 
te locum habere poteft. Pro unaquaque vero fimul Species 
Newtonianas eo pertinentes recenfebo. 

Species Prima, 

y (xx — i mxy -f- nnyy ) + ayy bx -j- cy -f -d=:0, 
exiftente mm majore quam nn & nifi fuerit b = o. 

Huc pertinent Newtoni lpecies, 33 , 34, 35 , 36,37,38} 

Q 2 
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Species Secunda. 


y( xx — i mxy + nnyy ) + ayy -+• cy + d = o : 
exiftente mm minore quam nti. 

Huc pertinent Newioni fpecies, 39, 40, 41., 41, 43, 44, 45;» 

Species Terti a_ 

y(x — my)(x — ny ) + ayy + hx -\-cy -\-d=o ,. 
ubi nec b = o , nec m b + c + . — — — rr = o , nec nb 4 - 

c 4 - ; — — 77 = o , neque m = n. 

\ m ^ n ) t 

Huc pertinent Newtoni Species > i , i, 3,4, {, o, 7, 8,91 
item 24 , 25 , 16 , 27 , fi a = o. 

Species Quarta.. 

y(x — my)(x — n y) + ayy + cy + d= o 

ubi nec c -+* - — — — r , = o , nec m = n. 

{m n) 

Huc pertinent N ewt on i Species 10,11,11,13,14,15' 
16 , 17, 18, 19 , io, n ; item , fi a = o , hae 18 , 29 , 30, 31.. 

Species Quinta. 

y(x—my)(x — ny) + ayy — + 

non exiftenre m = n. 

Huc pertinent Newtosi Species, 12, 13, & 31. 

Species Sexta. 

yy ( x — my )-\-axx-\-bx-\-cy + </= o ; 
fi neque a = o , neque 2 m' a a — m b — c = o.. 

Huc pertinent Nowtoni Species, 46, 47, 48, 49 , 50 , 5 1 , 52. 
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- Species Septima. 

yy{* m J ) “f - axx + -f- m ( i ma — b) y 4 - d=o • 

non exiftente a = o. 

Huc pertinent Newtoni Species, 53 , 54, Js> 
Species Octava. 

yy ( x my ) -+• Wx + cy = 0 ; 

non exiftente c = — mbb nec b = o ■ 

Huc pertinent Newtoni Species, 61 & 61. * 

Species Nona. 

yy (* — my+bbx — mMy 

non exiftente i = 0. 

Huc pertinet Newtoni Species, 63.- 

Species Decima. 

yy(x—my) — bbx + cy+d= o; 
non exiftente c = mbb, nec £=0. 

Huc pertinent Newtoni Species , 57, 58, jp. 

Species Undecima. 

yy ( x — my) — bbx + mbby + d= o; 
non exiftente b= o. 

Huc pertinet Newtoni Species, 6 o. 

Species Duodecima. 

yy (x — /ny) + cy +</=0; 
non exiftente c = o. 

Huc pertinet Newtoni» Spacies , 64. 


Cap. IX. 
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• Species Tertia-decima. 


yy(x — my)j-d=o. 

Huc pertinet Newtosi Species, 6 5. 

Species Quarta-decima. 

y' 4~ a xx + bxy + cy + d = o ; 
non exiftente a=o. 

Huc pertinent Newtoni Species, 67, 68, 69, 70, 71. 

• Species Quinta-decima. 

y' + bxy + c* + d= o ; 
non exiftente b= o. 

Huc pertinet Newtoni Species, 66. 

Species Sexta-decima. 

y' -f- <zy + = o ; 

non exiftente b = o. 

Huc pertinet Newtoni Species, 71. 

138. Species autem ha plerumque tam late patent , ut fub 
unaquaque varietas fatis notabiles contineantur ; fi quidem ad 
formam , quam Curva habent in fpatio finito , reipiciamus. 
Hancque ob caufam Newtonus numerum Specierum .mul- 
tiplicavit , ut eas Cunas , qua in fpatio finito notabiliter 
diferepant , a fe invicem fecerneret. Expediet ergo has , quas 
Species nominavimus , Genera appellare , atque varietates , 
qua fub unoquoque deprehenduntur , ad Species referre. 
Imprimis autem hoc erit tenendum , fi quis Lineas quarti 
altiorifve ordinis fimili modo fubdividere voluerit ; ibi enim 
multo major varietas in quavis Specie fic inventa locum 
habebit. * 
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Caf. X. 


CAPUT X. 

De preecipuis Linearum tertii ordinis proprietatibus. 

2.39. (Quemadmodum fupra Linearum fecundi ordinis pro- 
prietates praecipuas ex aqnatione generali deduximus , ita 
etiam Linearum tertii ordinis prxcipux proprietates ex aqua- 
tione generali cognofci poterunt : fimilique modo licebit Li- 
nearum quarti altiorifve gradus proprietates ex aquatione con- 
cludere. Quam ob rem confideremus aquationem generalifli- 
mam pro Lineis tertii ordinis, qua eft 

*y' + Cy'x -}- yyxx 4- + tyy + + nxx+ 0y +< x+x=o , 

qua exprimet naturam Linea tertii ordinis cujufvis inter Coor- 
dinatas x & y ad quemvis angulum inclinatas , & re<fta qua- 
cunque pro Axe afiumta. 

140. Nifi igitur a. fit = o , unicuique Abfcifla x vel una 
refpondebit Applicata realis , vel tres. Ponamus dari tres 
Applicatas reales ; atque manifeftum eft earum relationem per 
aquationem difiniri pofle. Pofita itaque a = 1 , iftiufmodi 
erit aquatio , 

y' + (£x + ()yy + (yxx + £x -j- 0)y-f-£*'+ *xx +< x-j-x=o ; 

atque fumma iftarum trium Applicatarum eidem Abfcifla x 
refpondentium , erit = — — t ; fumma trium rediangu- 

loruin ex binis applicatis formatorum erit = yxx -f- £ x + 9 ; 
ac denique poduftum omnium feu parallelipedum ex illis 
formatum erit = — Sx' — rjxx — ix — x = o. Si dua 
Applicata eftent imaginaria , hac quidem eadem valerent., at 
ad Linearum figuram accommodari non poifent , quia ex ea 
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nS DE PRA- CIBUS LINEARUM 

Lib.II. neque fumma neque redangulum duarum Applicatarum ima* 
' ginarium inteiiigi ppttft. 

TAg.xir. 14.1. Sit igitur Linea quacunque tertii ordinis ad Axem 
* l B’ 44 . AZ relata ad quem fub dato angulo applicata fint Ordinat® 
LMN, Imn Curvam fecantes in tribus pundis. Pofita ergo 
Abfcilfa AP==x , Applicata y triplicem habebit valorem P L , 
PM, &c — PN: unde erit PL+ PM— PN=— £x — «. 

Quare, fi capiatur PO = { = 1 pundum 

O ita erit in medio fitum , ut fit L O = M 0 -f- NO. Cum 
igitur fit j = X ~y ~ ~ ’ ^ oc P un( ^ um O fitum erit in 

Linea reda OZ , qus reda propterea omnes Ordinatas Imn 
ipfi LM N parallelas ira fecabit in o, ut fit lo mo = no ; 
qu® proprietas analoga eft proprietati Diametrorum , qua 
Line® fecundi ordinis funt praeditae. Quod fi ergo du® Ordi- 
nat® parallel® & Curvam in tribus pundis fecantes ita fecen- 
tur in pundis O & o , ut bin® Applicat® ad unam partem 
jacentes fimul fumt® squales fint terti® ad partem alteram fit®, 
reda per h®c punda O & o duda omnes reliquas Ordinatas 
illis parallelas fimiliter fecabit , eritque quafi Diameter Line® 
tertii ordinis, 

241. Quoniam in Lineis fecundi ordinis omnes Diametri 
fe mutuo in eodem pundo interfecant , videamus quomodo 
plures hujufmodi Diametri Linearum tertii ordinis inter fe fint 
comparat®. Concipiamus ergo ad eundem Axem A P fub 
alio quovis angulo Applicatas ; fitque AbfcifTa = t & Ap- 
plicara =u ; erit y = nu & x = t- — mu, qui valores in 
aquatione generali 

y ' + £y'* + yy xx + S ' jf ' + *yy + & x + * xx + +1 x + * =0 , 

'fubftituti hanc dabunt aquationem 


4 - n' j /' 
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+ n' u’ Cn' u' t-\- ynutt tn' u'-\~£nut-\-*tt-{-Qnu-\- 1 

— Cmn‘u' — lymnu t 3 i mute ( mnuu Znmu t imu- 

•pym'nu'-\-^im‘u‘t -\-nm‘uu 

im'u' 

Hinc pro Linea illa refla Diametri vicem fuftinente , ft ejus 
Applicata fub eodem angulo ad Abfciflam t dufla vocetur = v, 

• Cn't-\-lymnt — ■- 3 5m t tnn -f- (mn -mm 

3 V n' Cnm‘-\-ym'n Im 1 


Cap.X' 


143. Sit jam O interfeflio harum duarum Diametrorum , Tab. 
unde ad Axem AZ primo prioribus Applicatis parallela du- 
catur OP , tum vero pofterioribus parallela OQ, eritque 
AP = x, PO = {,AQ = t & OQ = v. Tum vero 
erit j = n v St. x = t — m v , ideoque v = -i- , & t = 

sr -f- — f. Primo itaque habetur 3 { = — Cx — f , porro- 


que 3 v = • 


-ex 


& t = x ■ 


C mx 


3 " 3 " 

tur hi valores in aquatione ante inventa , & prodibit 
— finnx + /3 $mnx — (Zymmx + ftlHJL ? 


Subftituan- 


y t m m -f- 


— tnn + j 3 t mn 
+ 0„„, _ iiiliL 3 

1(1 y m m x , lyimm 

— 1 ymnx -\ — — -f- — 


n 

,*tm' 


/S t m n 


( n n 


+ 2§mmx — 


3 , 

0 1 m x 


3 , 

/ i m' 


C 


m m 


-\- n m m 


feu 


-j QQmnx — — fiymmx — lymnx + jSmmx 


+ — (i t mn jytmm—^mn -}- » 


m m 


Euleri Introduci, in Anal. ir.Jin. Tom. ll. 
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J^O 


DE PRAECIPUIS LINEARUM 


244. Pendet ergo utique interfe&io Diametrorum O ab 
inclinatione Applicatarum ad Axem , qua: litteris m & n 
continetur neque 'idcirco , ( fi interfc&ionem Diametrorum 
Centrum vocare lubeat , ) Lines tertii ordinis omnes Centro 
gaudent. Intcrim tamen cafus exhiberi poflunt , quibus Diame- 
trorum interfe&io mutua in idem punctum fixum incidat. Fiet 
fcilicet hoc , fi termini per mn & mm aftedti feorfim nihilo 
squales ponantur , ac valores ipfius x inde orituri squales 
ftatuantur. Fiet autem ex his duabus squalitatibus x== 

— ~ 1 C * - — 3" y . £ j uo va l ores ut congruant , ne- 


aCC — 6 y " 
cefTe eft ut 


fit 


Cy & 


6CC« iCCyt 1 8 yi ,-j- 6 yyi = iCy? ZCCyi 27<t( -j- 1 8 C<T« ». 

feu 

Cy£ — ZCCn 9 /'^ -J- 6yn -j- 6Cj't = O , 

unde fit v = Cy ' ^ 'l* ■ * v v * . Quoties- 

ergo v hujufmodi habuerit valorem , toties omnes Diametri 
fe mutuo in uno eodemque pun&o interfecant ; ideoque hs 
Lines tertii ordinis Centro gaudebunt , quod reperietur 
fumendo in Axe. 


AP = 

PO = 


3? — 

2C £ 6 y 


y & 


t C? -f- 6yt 

2 Cf 6 y * 


145. Hsc eadem Centri determinatio , fi quod datur , 
locum habet fi pro primo, coeificiente «, non ponatur unitas. 
Si enim propofira luerit squatio generaiifiima pro Lineis tertii 
ordinis 


*y' + £>’’* + yy*' •+■ f*' 4* *yy\~ i*y + » ** 4" 4* «* 4* * = c , 

b x Curvae Centro erunt prsdits , fi fuerit 


H 


C y ? 9a^l^-j- 6 e ft 2 y y t 

Z C C t & y ~ 


Tum vero Centrum 
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erit in O , exiftente A P = = Ca? ' V ' 

Quare , fi unica Ordinata Curva in tribus pundis fecans ita 
dividatur , ut binae Applicatae ad unam partem fitx aequentur 
tertiae ad alteram partem jacenti , tum reda per Centrum & 
hoc divifionis pundum duda , onmes alias Ordinatas illi pa- 
rallelas (imiliter fecabit. 


14 . 5 . Si haec ad aequationes Specierum fupra enumeratarum 
accommodentur, patebit Species primam , fecundam , tertiam, 
quartam & quintam Centro gaudere , fi modo fit a = o ; 
hocque cafii Centrum in ipfo AbfcilTarum initio efie politum. 

Species lexta & feptima Centro prorfus carent , quia coefEciens 
xi abelfe nequit. Species vero odava , nona , decima , un- 
decima , duodecima & decima-tcrtia Centrum habent , femper 
in AbfcilTarum initio pofitum. In Speciebus dccima-quarta , 
decima- quinta & dccima-fcxta Centrum infinite dillat, ideo- 
que omnes ilis Lines Triametri inter fc erunt para Ileis. 

147. His de fumma trium cujufque Applicat® valorum no- 

tatis , contemplemur eorundem produdum , quoniam de rec- 
tangulorum agregato nihil admodum notatu dignum repe- 
ritur. Erit ergo ex aequatione generali (Jj. 139. — P M.P L. PN 
= — $ x' — n xx — 1 x — x : ad quam expreflionem 
explicandam ad hoc attendamus , quod fi ponatur y =0 , fiat 
£ x' + w xx -f- 1 x + x = o , cujus propterea aequationis ra- 
dices dabunt Axis A Z & Curvx interfediones. Quae fi fint 
in pundis B , C , & D erit $ x' x= 5 ‘( x — 

AB)(x — A C)(x — AD); quapropter erit P L. PM.PN 
z=z$.PB.PC. PD; ideoque , fumta alia quacun- 
que Ordinata Imn priori parallela, erit PL. PM.PN: 

PD. PC. PD =pl. pm. pn:p Bp C. pD; quae proprietas omnino 
fimilis efi: ilii , quam fupra pro Lineis fecundi ordinis ratione rec- 
tangulorum invenimus ; atque fimilis proprietas in Lineas quarti, 
quinti , & fuperiorum ordinum competet. 

148. Habeat nunc Linea tertii ordinis tres quoque Afym- T, lllT ^’ 
totas redas FB f, G D g , H C h. Quoniam ipfa Linea tertii ‘ ‘ 

R 1 
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Ltb. II. ordinis in has tres Afymtotas abit , fi aequatio pro Curva re- 

lolubilis fiat in tres Fadfores fimplices forma: py + qx + r; 

pro Afymtotis , tanquam Linea complexa , peculiaris aequatio 
exhiberi poterit , cujus fupremum membrum conveniet cum 
fupremo membro pro Curva. Deinde vero , quia Afymfo- 
tarum pofitio ex fecundo aequationi^ membro determinatur, 
aequatio pro Afymtotis & aequatio pro Curva fecundum quo- 
que membrum commune habebunt. Quare , fi pro Curva 
ad Axem A P relata haec fuerit aequatio inter Abfciffam AP 
= x, & Applicatam PM=y, 

y' + (£* + e)y‘-f (yxx+^x+6)y+5'Jr , + »xx-f/Jf + x=o. 

Pro Afymtotis ad eundem Axem AP relatis fequens habe- 
bitur aequatio inter AbfcifTam AP =x & Applicatam PG = r 

+(£*+ f) + +nx' +Cx+D= o, 

in qua coefficiens <£ , B , C , D ita funt comparati , ut aequatio 
in tres Fadlores fimplices refolubilis evadat. 

149. Quod fi ergo ducatur Applicata quarcunque PN, cum 
Curvam fecans in tribus pundtis L , AI, N, tum etiam Afym- 
totas in tribus pundlis F , G , II fecans , erit ex aequatione pro 
Curva PL-\-PM+PN= — Cx — t. At ex aequatione 
pro Afymtoris erit pari modo I J F -f- P G -}- P H= — 
Cx — r. Hanc ob rem erit P L -j- P AI + P N = P F + 
PJG PH, feu FL — GM-pHN=:o. Atque, fi alia 
qua:cunque Applicata pf ducatur , erit eodem modo fn — 
gm + hl = o. Si igitur redta quaecunqne cum Curvam tum 
tres Afymtotas fecet in tribus pundlis , binae partes Linea: in- 
ter Afymtotas & Curvam contentae quae ad eandem regio- 
nem vergunt , aequales erunt parti in regionem oppofitam 
vergenti. 

■2.50. In Linea igitur tertii ordinis , qtiae tres habet Afym- 
totas redtas ; tria crura ad has Afymtotas convergentia non 
omnia ad eafdem Afymtotarum partes poliunt elfe difpofita: 
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fed , fi duo ad eandem partem vergant , tertium neceflario ad Caf. X. 
oppofitas tendet. Hanc ob rem hujufmodi Linea tertii ordi- 
nis qualem figura repraefentat , eft impoflibilis , quoniam rec- Tai. 
ta fecans Afymtotas in pun&is/, g, h , Curvam vero in ^ 1 1 
/ , m , n, przbet partes / n , g m , hl in eandem plagam ver- 
gentes , quarum lumma nihilo zqualis e(Te nequit. Partes enim 
in eandem plagam vergentes obtinent idem fignUm , puta -f- ; 
quz vero in contrariam plagam tendunt lignum — : unde pa- 
tet fiimmam trium harum partium evanefcere non pofle nifi 
fignis diverfis fint przditz. ' 

15 1. Hinc jam clare perfpicitur ratio cur in Linea tertii ^ 
ordinis dari nequeant duz Afymtotz redae fpeciei u = J7g. ^ 6 . 

■ — , dum tertia Afymtota fit fpeciei u = -j- , propterea quod 
* illa crura hyperbolica infinities magis ad fuam Afym totam 
convergant , quam crus hyperbolicum fpeciei u = — . Pona- 

t • f t t > & 

mus enim redam fl in infinitum removeri , fientque intervalla 
fn,gm, hl infinite parva. At, fi rami duo nx , my po- 
nantur fpeciei u= ^ , tertius vero ramus / 3 fpeciei u = 

•y - , tum intervalla /n & gm infinities erunt minora quam in- 
tervallum hl , ideoque e(Te nequit g m = fn-\-hl. 

z$z. In Lineis ergo fuperiorum ordinum , qua» tot ha- 
bent Afymtotas quot dimenfiones , unica Afymtota fpeciei 
u = adefTe nequit , dum reliquae fint fpecierum fuperio- 

mm u= — , u = ~ &c. ; fed , fi una adfit fpeciei u= 

tt ’ t> r 

— , neceflario & altera adefle debet. Ob eandem rationem, 

t ’ 

fi Afymtota fpeciei u = — nulla adfit , fieri non poteft ut 
una tantum fpeciei u = — adfit , fed ad minimum duz ad- 
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I ' tB ' IT ’ cfle debebunt. Crura enim hyperbolica fpeciei u = , 

u = — &c. , infinities magis ad fuas Afymtotas convergunt , 

• jd 

quam fpecies u = — . Hinc igitur in enumeratione Specic- 

rum , quE in ordine quopiam fuperiori continentur, cafus im- 
poflibiles facile excludi , hocque infignes calculi moleftiae evi- 
tari poterunt. 

153. Ponamus autem Lineam tertii ordinis a refla quapiam 
in duobus tantum punftis fecari ; atque ab omnibus aliis rec- 
tis huic parallelis vel in duobus etiam punflis vel nufquam 
fecabitur. Si igitur in Axe quocunque (latuantur Applicatas 
y huic reftx parallela: , aequatio ita erit comparata 

yy ^ ,cx+* ^ cx+. — 

Scilicet , fi Abfcifla A P dicatur = x , dux habebuntur Ap- 
plicata y , nempe P M & — P AT; erit autem , ex natura 

aequationum , P M — P N = ~ ' ~ ~ • Bifccetur 

Ordinata MN in punflo O , erit P O = 7 1 » hinc 

fi ponatur P O = 3 , erit 7 ( £ x + t ) = y x x -j- <£ x 6 : 

unde paret omnia punfla O Ordinatas parallelas AiiVbife- 
cantia fita efle in Hyperbola , nili fuerit yrx-f (^x+0 
divifibile per £x + t , quo cafu punflum O pofitum erit in 
Linea refla. 

154. Quod fi ergo yxr + ^x-|-5 divifibile fuerit per 
£x -J- < , tum Curva praedita erit Diametro., feu refla omnes 
Ordinatas parallelas MN bifecante ; quae proprietas in omnes 
■Lineas fecundi ordinis competit. Verum, fiyxx + ^x+8 
divifibile fit per Cx + t , evanefeere debebit fi ponatur * = 

; quare , fi fuerit ytt — £ t £ -f- £03 = o , tum Linea tertii 
ordinis Diametro erit praedita. 
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a 55. Hinc igitur generalifiime omnes cafus determinare Cav 
poterius, quibus Line» tertii ordinis Diametris funt pr*dit». 

Sit enim propofita aequatio generalis 

ay' + + yyxx + 5'jc' + tyy -f- Cjx + *xx-\- 0y + ix + x=o, 

cujus Applicatae y , quia triplicem valorem vel unicum habent , 
Diametri proprietatem recipere nequeunt. Ducantur ergo 
fub alio quocunque angulo ad eundem Axem alis Applicat» 
u , ita ut fit y = n u , & x = t — mu , ac fiat fubftitutio 

an' u'-|- C/i V r 4~ ynutt -J- '4“ « V4” 4" ‘t 4“ * 

— Cmn’u' Zymnu' t jfmutr (mna' z» mut imu 

4 “ ym' nu' 4 " 'm‘ u’ t 4 

J /n u 1 

Primum ergo , quo h» nov» Applicat» ad Diametrum reci- 
piendam apt» reddantur , necefle eft ut duplicem tantum valo- 
rem induere pofiint , eritque idcirco 

an' — £ mn' 4- y m‘n — S m' = o. 

2.5 6. Przterea vero requiritur ut quantitas, per quam u eft 
multiplicata, nempe (yn — 3$m)tt-{-(£n — lyrm^t + Qn — 1 m, 
divifibilis fit per eam , qu» u u multiplicat , qu» eft 
(€nn — zymn 4~ 3$mm)t 4- tnn — £mn »mm ; five illa nihilo 

fieri debet squalis , fi ponatur t = ~~ nn n " 

tnn zymm-f-j J mm 

* Hinc ergo fiet 

6 n ({n z»m) (tnn — - (mn n m m) , 

m [Cnn Zymn 4-3 S' m m )m ~ 

( yn *? mn4~"wmV 

(Cnn Zy * 

2.57. Si h»c ad Species fupra enumeratas applicemus, appa- 
rebit in Specie prima nullam prorfus Diametrum locum habere 
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I :n. II. pofTe. In Specie autem fecunda Ordinata; Axi , in quo Abf- 

1 cilia x capiuntur paralie!* Diametro , bifecabuntur. Species 

tertia nullam proriiis Diametrum admittit. Species quarta fem- 
per unam habet Diametrum Ordinatas uni Afymtot* parallc- 
' las bifecantem. Quinta vero Species tres habebit Diametros , 
qu* ordinatas lingulis Afymtotis parallelas biiecabunt. Spe- 
cies fexta nullam prorfus habere poteft Diametrum. Septima 
unam Diametrum femper habet pro Ordinatis Afymtot* ex 
Factore x — m y orta; parallelis. Octava unam Diametrum 
habet pro Ordinatis Axi parallelis. Nona Species duas habet 
Diametros ; alteram pro Ordinatis Axi, parallelis , alteram 
pro Ordinatis alteri Afymtot* parallelis. Decima uti octa- 
va , & undecima uti nona eft comparata. Duodecima ratione 
Diametrorum par eft o£lav* , & decima-tertia non*. Deci- 
ma-quarta unam habet Diametrum pro ordinatis Axi paral- 
lelis. Species decima - quinta & fexta omnino Ordinatas , 
qu* in duobus punftis Curvam fecent, non admittunt; ideoque 
Diametro gaudere nequeunt. H*c autem Diametrorum pro- 
prietates a New tono probe funt notat* , quam ob cau- 
fam earum commemorationem hic data opera attulillc juvabit. 

158. Quanquam in aquationibus , quas fnpra pro lingulis 
Specicbus Linearum tertii ordinis dedimus , Coordinatas x & y 
inter fe normales pofuimus, tamen Speciei natura non muta- 
tur, etiamfi e* quomodocunque ad fe invicem fint inclina- 
t*. Quot enim *quatio , pofitis Coordinatis orthogonali- 
bus , pr*bet crura in infinitum extenfa , totidem quoque pr*- 
bebit eadem *quatio , fi Applicat* ad Axem utcunque incli- 
nentur. Neque vero etiam natura crurum in infinitum excur- 
rentium mutatur , mutata Coordinatarum inclinatione ; qu* 
enim crura funt parabolica , eadem manebunt parabolica , & 
qu* funt hyperboiica eandem naturam retinebunt. Quin etiam 
Species crurum tam parabolicorum quam hypcrbolicorum non 
alterabitur. Quare omnis Curva , quam tequatio pro prima 
Specie exhibita pr*bet , five Coordinat* ftatuantur re&anguls 
live obliquangui* , femper ad eandem Speciem primam erit 

referenda , 
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referenda , fimilique modo reliquarum Specierum omnium ^ Af - X. 
ratio efl comparata. 

259. Admifia ergo Coordinatarum obliquitate quacunque , 
aequationes fupra datae non reuringentur , fi loco y ponatur 
» « , & r — [x u loco * , exillente /.t jx + 1» = 1. Sumto 
autem angulo obliquitatis pro lubitu , aequationes fupra datse 
fimpliciores reddi poterunt. Hinc pro fingulis Speciebus fc- 
quentes fimpliciflima: aequationes inter Coordinatas obiiquan- 
gulas t u formabuntur. 

$ 

Species Prima. 

u ( tt + ttnuu ) + auu + bt + cu + d = o , 
exillente nec n =0 nec b=. o. 

Species Secunda. 

u(tt + nnuu-\-a 11 u+cu + d = o , 
non exillente n = o. 

Species Tertia. 

u ( 1 1 — nnuu ) auu + bt + cu + d = o , 

exillente nec n = o , nec b = o , nec + nb c +—-■= o. 

— 4/2/2 

Species Qua-rta. 

u(tt — n nuu ) + auu + cu + d = o , 

exillente nec n = o , nec c + — = o. 

7 4/2/2 

Species Quinta. 

u (tt — nnuu') -\-auu — f--+d = o, 
non exillente n = o. 

Euleri Introduci, in Anal. infin. Tom. II. S 

\ 
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Species Sexta. 


tuu + at t + b t cu + d = o , 
exiflente nec a = o , nec c = o. 

Species Septima. 

t u u *+- a 1 1 + It + d = o , 
non exiflente a = o. 

Species Octava. 

tuu + bbt + cu + o , 
exiflente nec b = o , nec c =■ o.. 

Species Nona,. 

tuu-\~bbt-\~ d= o , 
non exiflente b = o. 

Species Decima. 

tuu — bbt cu d = o , 
exiflente nec b = o , nec c = o. 

Species Undecima. 

tuu — b b t + d = o , 
non exiflente b = o. 

Species Duodecima. 

tuu + cu-j-d = o , 
non exiflente c= o. 

Species Decima-tertia. 

tuu -J- d = o. 
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Species Decima-quarta. 

u' + a tt + cit + d = o. 
Species Decima-Qointa. 
u' -|- atu -f- bt + d= o , 
non exiftente a = o. 

Species Decima-sexta. 
u' -J- o-t = o. 


1 39 

Cap. X. 


CAPUT XI. 

De Lineis quarti Ordinis. 

160. Mzv atio generalis pro Lineis quarti fordinis eft 
a y' +€y'jr + , yyVH-3'jx' + {Af 4 -f-^y l +»y'x+6yxx+<x'-f- 

* y y + a y x + fj. x x + 1 y + s- v + o= o ; 

qux autem , ( variatis tum Coordinatarum inclinatione , tum 
Axis politione , tum AbfcilTarum initio , ) multis modis pro di- 
verfis cafibus ad fimpliciorem formam reduci poteft. Quo 
igitur, fecundum methodum traditam , omnes Species vel po- 
tius Genera Linearum , qux in hoc ordine continentur enu- 
merentur , ad membrum fupremum refpici oportet , unde fe- 
quentes cafus nafcuntur diverfi. 

I. 

Si fupremi membri omnes quatuor Fuclores fimplices funt ■ 
imaginarii. 

I I. 

Si duo Fa&ores tantum funt reales & inxquales inter fc> 

S z 
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D E L I N E 1 S 
Lib. II. ' III. 

Si duo Fa&ores tantum funt reales & aquales. 

IV. 

Si' omnes quatuor Fa&ores funt reales & inaquales. 

V. 

Si duo Fa&ores inter fe funt aquales , reliquis binis inter 
_ fe exiflentibus inaqualibus. 

VI. 

Si prater duos Fadlores aquales etiam reliqui cluo fint 
inter fe aquales. 

V I I. 

Si tres Fa&ores Gmplices fuerint inter fe aquales- 

VIII. 

Si omnes quatuor Favores inter fe aquales fuerint. 

* C A S U S. I. 

2.61. Si omnes Fa&ores membri fupremi fuerint imaginarii. 
Curva ramis in infinitum excurrentibus omnino erit defiituta ; 
quoniam igitur ex diverfitate ramorum infinitorum diferimen 
Generum petimus , i(te cafus unicum prabebit Genus. Erit 
ergo. 

jG E N U S I. 

Curvarum ramis in infinitum extenfis omnino carentium , 
quarum natura hac aquatione fimpliciffima exprimetur 

(yy -j- mmxx) (y) ipxy + qqxx ) + ay x -f byx' -f- 

cyy+dyx + e x x -J- fy + g x + h = o. 

Exiftente pp minore quam qq. Quoniam enim in fupremo 
membro termini y' & x' neceffiario adfunt , Coordinatis x & 
y quantitate data five augendis live minuendis , effici poteft , ut 
termini y' & x' ex fecundo membro excedant. 
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1 4 I 

c*p. xr. 


Si duo Favores membri fupremi tantum fint reales & 
inoquales, per obliquitatem Coordinatarum & Axis mutatio- 
nem , effici poteftut alter (it y alter vero x, aquatio ergo ita 
fe habebit 

yx(yy — imyx -\-nnx x) + ay'x-\- b yx'+ cyy + dyx + 
e xx -j-fy-j-gx + h= o 
exiftente m m minore quam n n. 

Quia enim in fupremo membro termini y' x & y x' neceffario 
adfunt , in fecundo membro termini y' & jr* omitti poflunr. 
Habebit ergo Curva duas Afymtotas reflas , alteram aequatio- 
ney=o t alteram aequatione x = o, expreflam. Prioris 
ergo indoles exponetur hac aquatione nnyx' -{-exx-\-gx- f- 
h = o ; pofterioris hac xy ' -j- cyy +fy + h == o. Hinc for- 
mabitur. 

Genus II. 

Duabus Afymtotis redis , utraque indolis u = — , prodi- 
tum , fi neque c neque e fit quantitas -evanefcens. 

Genus III. 

Duas habet Afymtotas redas, alteram indolis u=x , 

alteram indolis u = — , & expnmitur aequatione 

- yx (jy imyx -j- nnxx) -f- ay' x-\- byxx~\- cyy-\r dyx-\-fy gx-\-h=0, 

exiftente neque c = o, neque g = o. 

Genus IV. 

Duas habet Afymtotas redas , alteram indolis u-—- y 
alteram & continetur hac aequatione 
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L 1 3 . II. yx(yy — zmyx nnxx) -j-ay‘x-i~byxx-\-cyy-)-dyx-}-fy-}-h=o t 

non exiftente c = o. 

Genus V. 

Duas habet Afymtotas redas , ambas generis u = ~ t , & 
continetur xquatione 

yx(yy — zmyx-\-nn xx) -\-ayyx-\- byxx -\-dyx-\-fy-\-gx-\- /i= o , 
exiftente neque /'= o , neque g = o. 

Genus VI. 

Duas habet Afymtotas redas, alteram indolis u=~, 

& alteram indolis u = — ; , continetur autem hac xquatione 
• y x (yy — "i-myx + nnxx) a yy x + byxx + dyx -}-/y + k=o , 

non exiftente f = o. 

Genus VII. 

Duas habet Afymtotas redas , ambas indolis u = ~ , Sc 
continetur hac xquatione. 

yx(y y — zmyx -f- nnxx) -f- ayyx + byxx + dyx + h =. o , 
exiftente ubique n n majore quam ni m. 

CASUS III. 

2.63. Sint ambo illi Fadores fupremi membri , qui foli funt 
reales , inter fc xquales , atque xquatio erit hujufmodi , 

yy(yy — zmyx + nnxx) + ayxx + bx' + cyy + dyx + e x x + 
fy + gx + h = o , 

exiftente iterum nti majore quam m m , qux xquatio, nifi fit 
b = o , dat 
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Cap.XI. 

Genus VIII. 

Habens unam Afymtotam parabolicam fpeciei u u = A t. 

Si autem b fit = o , pofito x ■= co , fiet yy + ~ -(- — + 

— I — = o. Hinc, fi fuerit a a minor quam 4nne, 

nnx nnxx * T 

prodit 

Genus IX. 

Nullum habens ramum in infinitum extenfum. 

Si fuerit b= o , Sc aci major quam 4 nne , neque fit g=e= o y 
prodit 

Genus X. 

Duas habens Afymtotas inter fe parallelas fpeciei u=~. 

Si fuerit & b = o, & g= o, & aa major qiiam 4 nne- 
prodit 

Genus XI. 

Duas habens Afynitotas inter fe parallelas fpeciei « = 

Si fuerit b = o, & aa = qnne , nec vero g=o, prodit 

Genus XII. 

Afymtotam habens hyperbolicam fpeciei uu = — . 

Si fuerit b = o, g= o, & aa — qnne , atque h quan- 
titas negativa , prodit 

Genus XIII. 

Afymtotam habens hyperbolicam fpeciei i/u=— . 

At , fi b = o , g= o , aa = $nne , & h quantitas affir- 
mativa , prodit 
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Genus XIV. 


Nullos prorfus habens ramos in infinitum extenfos. 
CASUS IV. 

16 4. Sint membri fupremi omnes quatuor FaiSlores fimplices 
reales & inaequales , atque aequatio hujufmodi formam habebit 
yx(y — mx) (y — nx) + ay'x + byxx + cyy + dyx + exx -f- 
fy +gx + h — o. 

Curva igitur quatuor habebit Afymtotas redtas fpeciei vel 
1 1 = , vel u = -jj , vel u = Hinc , ad praecep- 

tum §. 151. datum , fcqueutia orientur Genera. 

Genus XV. 

Habens quatuor Afymtotas hyperbolicas omnes fpeciei u = 
A 
t ' 

Genus XVI. 

. Habens quatuor Afymtotas hyperbolicas , tres fpeciei «== 
— , & unam fpeciei u = — . 

t . 1 tt 

G e n u s XVII. 

Habens quatuor Afymtotas hyperbolicas , tres fpeciei u= 
-y- , & unam fpeciei u = 


Genus XVIII. 

Habens quatuor Afymtotas hyperbolicas, cluas fpeciei u = 
•— , & duas fpe.ciei u = ~~ . 

G ENUS 
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Genus XIX. 

♦ 

Habens quatuor Afymtotas hyperbolicas , duas fpeciei u = 

j 4. • -/l 

— , unam fpeciei u = yj , & unam fpeciei u = y. 

Genus XX. 

Habens quatuor Afymtotas hyperbolicas , duas fpeciei u = 
Y , & duas fpeciei u = y. 

Genus XXI. 

Habens quatuor Afymtotas hyperbolicas , omnes fpeciei 



Genus XXII. 

Habens quatuor Afymtotas hyperbolicas , tres fpeciei u = 
— - , & unam fpeciei u = 

tt ’ r t' 

Genus XXIII. 

Habens quatuor Afymtotas hyperbolicas , duas fpeciei u = 

— , & duas fpeciei u = ~. 
tt ’ r e 

Genus XXIV. 

Habens quatuor Afymtotas hyperbolicas , omnes fpeciei 



CASUS V. 

265. Sint duo Fa&ores membri fupremi inter fe aequales, 
reliquis exiflentibus inaequalibus , aequatio erit hujufmodi 
Eulcri Introduci, in Anal. injin. Tom. II. T 


Cap.XI. 
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I ib. It. yyx(y+nx) + oyxx -j- hx' + <yy -f dyx + exx+fy+g*+hz=:o. 

Hinc primo , ratione Fa&orum squalium , omnia oriuntur 
Genera , qua? in cafu III , & unumquodque cum tot varieta- 
tibus occurrit , quot Faftores insquales fuggerunt , hoc eft 
quot cafus fecundus continet Genera. Omnino ergo fexies 
feptcm hoc eft quadraginta-duo Genera ex hoc cafu nafcun- 
tur. Duo autem hinc prodeunt Genera impoflibilia , nempe 

fi amba? Afymtots parallela: fuerint fpeciei « = — , & reli- 
quarum una 1 1 — altera exiftente vel u=c± } vel 

u = — . Quare, hic cafus quadraginta Genera praebet, 

qu3?'cum antecedentibus numerum Generum fexaginta-quatuor 
conficiunt , quae fingula hic deferibere nimis foret longum. 
Neque etiam , quia fingula hsc Genera evolvere non vaca- 
vit , firmiter affirmare "licet , omnia elTe realia. Qui autem 
fecundum prscepta data hoc negotium in fe fulcipere voluerit , 
numerum Generum , fi opus fuerit , reftringet atque emendabit. 

CASUS VI. 

■2.66. Hic cafus , quo duo Fadlorum squalium paria adfunr, 
ifta squatione continebitur 

yyxx + ay' + bx' + cyy + dyx + exx +fy -f gx + h == o. 

Urrumque autem Faiftorum squalium par in fe fpedatum va- 
rietates dat feptem , unde ambo paria prsbebunt Genera 
quadraginta-novem. Quia vero /i fimul afliimativum & nega- 
tivum efte nequit , duo Genera fiunt impoflibilia , ideoque ex 
hoc cafu omnino nafcuntur Genera quadraginta-feptem , qui 
numerus etiam major eft quam ut fingula hic recenleri queant. 
Havfteuus ergo naifti fumos Genera conum & undecim. 
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CASUS VII. 

z6 7. Si tres Fa&ores inter fe fuerint aequales , squatio 
erit ejufmodi 

y'x + ayxx -f- b x’ + cyy -\-dyx + exx-\-fy + S x + h= o. 
Hic Fador x praebet Afymtotam fpeciei u=~ , fi non 
fuerit c = o ; at , fi c — o, nec vero /=o, Afymtotam 
dat fpeciei u — ~; at, fi c=o, & f—o, Afymtotam 

dat fpeciei u = ^. Deinde Fador y' t nifi fuerit b= o , 
dat Afymtotam parabolicam fpeciei u' = Att ; fin autem 
b = o , pofito x infinito , fit y' + ayx + dy 

= °- H* c > fi non fi f e = o , erit y’ +ayx + 
ex = o ; unde , fi nec <2=0 , erit & y' + ax=o & ay -f- 
e=o : fimul ergo locum habet Afymtota parabolica fpeciei 
uu=At , & hyperbolica hac aequatione exprelfa (ay-j-e)* — . 

— -j—i . ISifi ergo fit e + aade + 


Cap. XI. 


a'g= o, haec Afymtota eft fpeciei u = — ; contra vero fpe- 
ciei w= — . At , fi a=. o , non exiftente e=o , 


erit 


y' -J- ex = o : quae dat Afymtotam parabolicam fpeciei u'=: 
At. Sin autem fit e = o , & a== o , fiet y' + dy + g=o , 
qua; aequatio vel unicam pra:bet Afymtotam fpeciei u = 
— , vel tres ejufdem fpeciei, vel unam fpeciei u=— , & 

unam fpeciei = ~ ; vel unam fpeciei = Omnino 
ergo odo varietates occurrunt , qua: , per tres ex Fadore x 
ortas multiplicatae, dabunt Genera viginti-quatuor. Ergo omnes 
cafus hadcnus tradati dant Genera centum triginta quinque. 

T z 


Digitized by Google 



I4S 

IlB. II. 


DE LINEIS 
CASUS VIII. 


2.(38. Si omnes Factores fint inter fe squales, hic sequatio 
locum habebit 

y' + ay'x + byxx + kx' -f- cyy + dyx + exx -\~fy+gx +/;=o. 
Hic , fi non fuerit k= o , prodit 

Genus C XXXVI. 

Unicam habens Afymtotam parabolicam fpcciei u*=At\ 
Sit k = o , non vero b = o , erit y 4 + byxx + exx = o , 
hincque y' -\-bxx= o , & by -J-e = o ; unde , pro Afymtota 
re$a by + e = o, erit (by -f e )xx +y + — + jg — 

+ gx-}-A=o ; ergo, nifi fit aec — bdc-{-bbg=o > 

Afymtota erit fpeciei u = ~ ; contra vero fpcciei 
unde prodeunt 

Genus C XXXVII. 

Unam habens Afymtotam parabolicam fpeciei u—Att t 
& unam hyperbolicam fpeciei u = ~ , 8c 

Genus CXXXVIII. 


Unam habens Afymtotam parabolicam fpeciei u' =Art , 
& unam hyperbolicam fpeciei u = — ^ 


169. Sit jam k= o , b = o r ut fit 
y + ay‘x + cyy -\-dyx + exx +/y + jr+i = o ,, 
fi non fit e = o, erit y 4 -j- ayy x exx = o , qui aequatio 

fi fuerit aa minor quam 4' , efi impoflibilis , fin aa major quam 
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4^ , duas prabet Afymtotas parabolicas ad eundem Axem re- Cap.XI. 
latas , fpeciei u u =■ A t ; (in a a = 4 e , hx duas Parabolae ” 
in unam coeunt, quibus Genera cxxxix. cxl. & cxli. 
condi tuuntur. 

At, fi e = o y ut habeatur hac aquatio 

y' + ayy* + cyy + d y x +fy + gx + h=o , 

fi non fit a = o ; erit y' + ayyx + cyy + dyx + gx= o , ergo 
& yy + ax = o , & y = conitanti , erit ayy + dy •+- g = o, 
unde y vel duos habet valores diverfos , vel aequales , vel 
nullum realem. Cafu primo Curva , prater unam Afymtotam 

parabolicam, habebit duas Afymtotas parallelas fpeciei u = : y; 

fecundo unam fpeciei i/u = ~; tertio nullam : unde iterum 
tria Genera conftituuntur nempe cxtxi. cxhii. & cxliv. 

170. Sit nunc etiam a = o , ut fit 

y* + cyy + dyx +fy +' gx + h = o. 

Hic , fi non fit d = o , Curva habebit Afymtotam parabo- 
licam fpeciei u'= At,&c unam rcdlam aequatione dy + g= o t 
contentam , fpeciei u = — . Denique fi & d = o , Curva 

unam habebit Afymtotam parabolicam fpeciei u* = A t : 
ficque omnino Linearum quarti ordinis conftituta funt Genera 
centum quadragima-Jex ; quae autem fingula plerumque plurcs 
Species notabiliter differentes fub fe complectuntur. 

271. Ex his jam clare perfpicitur quantopere Generum nu- 
merus in Lineis quinti , altiorifve ordinis , multiplicetur , ut 
rccenfio , qualem pro ordine tertio fecimus , inftitui prorfus 
nequeat , nifi quis integrum volumen huic operi deftinare 
velit. Quod autem ad primarias proprietates Linearum quarti 
altiorifve ordinis attinet , ea ex aquatione generali finii li 
modo derivabuntur , quo fupra in Lineis tertii ordinis fumus 
ufi , neque idcirco earum explicationi immorabimur. 
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Lib. II. 


CAPUT XII. 

f ■ 

De invefiigaiione figuret Linearum Curvarum. 

i 7 i.Qu;i! in his Capitibus funt expolita , inferviunt figu- 
ra: Linearum curvarum in infinitum extenfarum cognofcenda. 
Cujufmodi vero figuram habeat quapiam Linea curva in 
fpatio finita , fape numero difficillimum efl ex aquatione cog- 
nofcere. Oportet enim ad hoc pro quavis AbfcifTa finita valores 
Applicata: refpondentes fingulos ex aequatione eruere , atque 
reales ab imaginariis difeernere : quod negotium , fi aequatio 
fit altioris gradus , plerumque vires Analyfeos cognita: fuperat. 
Quod fi enim AbfcifTa valor quinque cognitus tribuatur , Ap- 
plicata in aequatione incognitae vicem fuftinebit. Hincque a 
numero dimenfionum , quem Applicata obtinet , pendebit aqua- 
tionis refolutio. Negotium autem hoc per redudfionem aequa- 
tionis ad formam fimpliciorem , dum & Axis commodiflimus , 
& inclinatio Coordinatarum aptiflima affumitur , valde fub- 
levari poteft : tum etiam quia perinde eft , utra Coordina- 
«arum pro AbfcifTa accipiatur , labor maxime diminuetur , fi 
ea Coordinatarum , cujus pauciflima dimenfiones in aequatione 
occurrunt , pro Applicata aflumatur. 

173. Sic , fi figuras Linearum tertii ordinis , qua: ad Spe- 
ciem primam pertinent , inveftigare velimus , affumemus aqua- 
tionem pro hac Specie fimpliciffimam , $. 258. exhibitam, & 
ex Coordinaris t & u priorem t pro Applicata , alteram vero 
o pro AbfcifTa , quia t duas tantum dimenfiotes habet. Hu- 
jufmodi ergo aquationis formam habebimus , 

_ y __ zl>y + a xx + ex+J nn x' 

J J x 

qua refoluta dat 
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b — 1= V( bb-^-dx-\-cxx-\-az' nnx') 

y = _ 

exiflente neque b neque n= o. 

274. Qui ergo vulores ipfius x Fundioni bb + dx + cxx-\- 
ax' — nnx' valorem affirmativum induunt , iis duplex Appli- 
cata rcfpondet ; quibus cafibus vero h®c Fundio evanefcit , iif- 
dem unica Applicata y AbfcifT® x convenit , feu bin® Ap- 
plicata; inter fe fiunt aiquales. At, fi Fundio illa valorem 
negativum obtinet , tum AbfcifT® nulla prorfus Applicata rel- 
pondet. Sed valores illius Fundionis, fi fuerint affirmativi, 
in negativos abire nequeunt, nifi prius fadi fint squales, feu 
Fundio evanuerit. Cafus igitur potiffimum erunt confiderandi , 
quibus Fundio bb + dx -(- cx x-j- ax’ — nnx * fit = o ; quod 
quidem certo duobus evenit cafibus : quoniam , fi x certum 
limitem live affirmative five negative tranfgrediatur , ejusvalor 
fit negativus. Hinc tota Curva determinato AbfcifT® fpatio 
refpondcbit , ultra quod omnes Applicata; fiant imaginaria;. 

275. Ponamus expreflionem bb + dx + cxx + ax' — nnx* 
duos tantum habere Fadores reales , feu duobus tantum cafi- 
bus evanefeere pofle ; quod eveniat , fi AbfcifTa determinetur 
in pundis P & S , ubi unica tantum Applicata reperiatur. Per 
totum ergo fpatium P S Applicat® erunt gemin® & reales, 
extra fpatium vero P S omnes Applicat® erunt imaginari® : 
ideoque tota Cuna intra Applicatas Kk&N n jacebit. Ap- 
plicata vero in initio Abfcilfarum A erit Afymtota Cun® , 
qu® prsterea Curvam in pundo quopiam fecabit ; fi enim po- 
natur x= o , fiet V ( W + dx + cxx + ax’ — nnx* ) = b + 


unde erit y 
Zb J 

vel y = ^ 




zb' 


hoc eft , erit vel y = eo , 

Curva ergo hoc cafu ejufmodi habet formam 

qualem Figura 50. reprsfentar. 

276. Ponamus expreflionem bb + dx + cxx + — nnx* 

quatuor habere Fadores fimplices reales in®quales ; ideoque 
quatuor cafibus evanefeere. In totidem ergo locis P , R 


C. A f. 
Xtl. 


Tab. 
XIII. 
Fig. 49. 


Tab. 

XIII. 
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Lib. .II. & 5 Applicat» Curvam in unico pyndo ftringent. Cum igitur 
Applicat» per Axis fpatium XP fuiflent imaginari» , nunc per 
1 'parium P Q erunt reales : tum vero per fpatium Q R erunt 
iterum imaginarie, ac per RS rurfus reales. Extra S vero 
verius Y denuo fient imaginarie. Hinc Curva conllabit dua- 
bus partibus a fe invicem feparatis , quarum altera intra redas 
K k & Ll , altera intra redas M m & Nn continetur. Cum 
vero in Abfcilfarum initio A Applicate fint reales , necelTe elt 
ut id vel in Axis intervallo P Q vel RS fit firum. Hoc ergo 
Tab. cafu Curva figuram habebit , qualem Figura 51. ollendit , fci- 
XIV.- licet conflabit Ovali a reliqua Curva ad Afymtotam DE re- 
lata , diftante , que vocatur Ovalis conjugata. 

17 7. Si due radices fiant inter fe equales , vel punda P 
& Q , vel Q & R , vel R & S , convenient. Verum , fi 
prius eveniat , quia A intra P & Q jacet , utraque radix de- 
beret elfe x \ quod quia b dedfe nequit , fieri non poteft. Sin 
autem punda R St S conveniant. Ovalis conjugata fiet infi- 
nite parva, & abibit in Punctum conjugatum. 
At , fi punda Q & R conveniant , Ovalis cum reliqua Curva 

Tab. ita conjungetur ut prodeat Curva nodata Figura $z. 
Quod fi vero tres radices congruant, feu punda Q, R &c S 
conveniant, tum nodus in cuspidem acutifiimam evanefcet, 
Tab. qualem Figura 53. reprefentat. Sic igitur quinque diverfe va- 
XIX. rietates in fpecie prima locum habent, ex quibus Newtonus 
totidem conftituit Species. 

178. Simili modo fubdivifiones reliquarum Specierum a 
N ewtono funt fede , quoniam omnes equationes ita funt 
comparate , ut altera Coordinata plures duabus non habeat 
divifiones. Quando vero altera Coordinata unicam habet 
dimcnfionem , forma Curve facillime cognofcetur. Aequatio 
enim erit hujufmodi y=P , exiftente P Fundione quapiam 
rationali AbfcifTe x ; quinque ergo ipfi x valor tribuatur , Ap- 
plicata quoque femper unum obtinet valorem ; idcoque Curva 
continuo tradu Axem utrinque in infinitum comitabitur. Si 
Fundio P fit frada , fieri poteft, ut Applicata in uno pluri- 

bufve 
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bufve locis fiat infinita , ideoque Curva Afymtotam exhibeat , 
quod evenit ubi denominator Functionis P evanefcit. 


n 

279. Ponatur ergo y = , atque iftas Applicatas infini- 


tas oftendent omnes radices reales aquationis Q = o : qua- 
libet enim radix hujus aquationis, puta x=f, declarat, fi 
fumatur Abfcifia x =f, tore Applicatam y infinitam , quia fit 
Q = o. Tum vero patet , fi fuerint Applicata y affirmati- 
va , dum effeta major quam/^ eafdem , fado x minore quam 
f , futuras die negativas ; ideoque Applicata erit Afymtota 



A 

t 


: hocque de omnibus Fadoribus inaqualibus 


eft tenendum. Sin autem denominator Q duos habuerit Fac- 
tores aquales, pura(x — /)* > tum fi Applicata fint affir- 
mativa fumto/ majore quam .v , manebunt affirmativa fi po- 
natur .r minor f, eritque Applicata y , fado x=zf , Afym- 
tota fpeciei uu=^~. At , fi denominator Q tres habuerit 


Fadores aquales, nempe ( x — /)' , tum Applicata ante & 
poft illam qua fit infinita , diverfa habebunt figna , uti cafu 
primo. 

280. Poft has aquationes facillime tradantur , qua in hac 
forma continentur y y = z P • ' ~ - , exiftentibus P, Q , & 

R Fundionibus quibufcunque integris Abfcifia x. Cuique 
igitur Abfcifia x vel gemina convenient Applicata vel nulla ; 
dua fcilicet prodeunt Applicata , ii fuerit P P major quam QR, 
& nulla, fi PP minor quam QR: in quolibet ergo limite , 
qui Applicatas reales ab imaginariis feu nullis dirimit , erit 


P P = QR ; ideoque fit y = ~ 


, feu hac Applicata Cur- 


vam in unico pundo ftringet vel tanget. Ad Curva ergo 
formam cognofcendam coniideretur aquatio P P — Q R = o , 
cujus fingula radices reales dabunt loca , ubi Applicata Cur- 
vam in unico pundo ftringunr. Notentur hac punda inAxe^ 
Euleri Introduci, in Anal. injin. Tom. II. V 


CAP.Xtt. 
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Lib. II. atque , fi omnes radices fuerint inaequales , Axis partes inter 
1 hac punda contentae alternatim habebunt Applicatas gemina* 

reales , & imaginarias , ficque Curva tot conflabit partibus a 
fe invicem fejundis , quot hujufmodi alternationes adefTe de- 
prehenduntur , unde Ovales conjugatae originem ducunt. 

181. Si aequationis P P — Qit =0 , duae radices fiant 
aequales , tum illorum in Axe notatorum pundorum duo conve- 
nient, hincque in Axe portio vel imaginarias habens Appli- 
catas vel reales evanefcer. Priori calu Curva prodibit nodata 
•j> a b. utl * n Figura 52 ; pofteriori Ovalis conjugata in pundum con- 
XIV. jugatum cvanefcet. Quod fi autem illa aquatio tres habuerit 
radices aquales , Nodus fiet infinite parvus atque in Cufpidem 
T a b. abibit, ut in Figura 5 3 ; fi quatuor affuerint radices aequationis 
XIV. aquales , vel dua Ovales feparatae concrefcent in pundum , 
vel in ipfa Cufpide dabitur Nodus , feu dua Cufpides ad ver- 
ticem oppofitae. Sin quinque radices aequales affuerint , novas 
fere formae non proveniunt ; Culpis enim oritur in qua non 
una , ut ante , fed duae Ovales in pundum coalefcunt ; neque 
etiam major radicum aequalium multitudo novum difcrimen in 
figuris relultantibus producit. 

282. Nodus feu interfedio duorum Curvae ramorum vocari 
etiam folet Punctum duplex, proptcrea quod Linea 
reda Curvam in eo pundo fecans ; eam in duobus pundis fe- 
care cenfenda eff. Atque , fi per Nodum alius Curva ramus 
tranfiret , tum in hac interfedione nafcetur pundum Curva tri- 
plex ; pundum vero quadruplex orietur , fi duo punda duplicia 
conveniunt , ex quo genefis & natura pundorum quorumvis 
multiplicium perfpicitur. Erit ergo etiam Ovalis evanefcens , 
feu pundum conjugatum , pundum duplex , pariter ac Cufpis , 
qua oritur a pundo conjugato cum reiiqua Curva connexo. 

283. Si aquatio , qua Applicata y per AbfcifTam expri- 
mitur , fit cubica vel altioris gradus , ita ut y aquerur Fundioni 
multiformi ipfius x ; tum unicuique Abfciffa convenient vel 
tot Applicata , quot y in aquatione habet dimenfiones , vel 
earum numerus minuetur binario vel quaternario , vel fenario 
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&c. Perpetuo ergo bina applicata fimul imaginaria efle in- 
cipiunt , atque prius quam imaginaria evadunt , inter fe fiunt 
aquales. Hinc ex tranfirione ab imaginariis ad reales plures 
nafcuntur varietates , qua autem cum his , quas modo explica- 
vimus ; vel conveniunt vel ex iis ipfis funt compofita. Quod 
fi autem pro plurimis Abfcilfis tam affirmativis quam negati- 
.vis quarantur omnes Applicata valores , tum per hac pun&a 
inventa Curva facile delineabitur , ejufque figura cognofcetur, 

184. Iiluftremus hac exemplo , quod , quamvis ortum fit 
ex aquatione altioris gradus , tamen Applicata y per folas 
radices quadratas exprimatur. Sit nimirum 

iy = + V(6* — **)+ V(6* + ** ) + — xx ) 

ex qua aquatione cuivis Abfciffa o&uplex Applicata refpon- 
det. Perfpicuum autem eft , fi Abfciffa x ftatuatur negativa , 
tum Applicatam fore imaginariam ; quod idem evenit fi Abf- 
ciffa x fumatur major quam 6 : ex quo tota Curva intra limites 
x = o , & x = 6 continebitur. Ponantur ergo pro x fuccef- 
five valores ,0,1, 1,3, 4,5,6, eritque 


fi 

x = 0 

X — 1 

x = 1 

* — 3 

x = 4 

x = 5 

x = 6 

V(6x — xx) 

0,000 

1,135 

1,818 

3,000 

1,818 

1.135 

0,000 

V(6.r+xx) 

0,000 

1,645 

4,000 

5» 1 96 

6,314 

7,416 

8,484 

VC36 — xx) 

6,000 

5,9 l6 

5,656 

5.t9 6 

4,470 

3.3 16 

0,000 

fumma 

6,000 

10,796 

11,484 

13,391 

13,611 

11,967 

00 

't 

co 

hinc y fi 






- 


+ + + 

3,000 

5.39^ 

6,141 

6,696 

6,81 1 

6,483 

4,141 

1 — 

3,000 

3,163 

3. 4*4 

3,696 

3>9 8 3 

4,148 

4,141 

H b 

3,000 

i.75 3 

1,141 

1,50° 

0,487 

°,933 

-4,141 

+ + — 

-3,000 

-0,518 

0,586 

1,500 

i.34i 

3» i6 7 

4,141 


Reliqua quatuor fignorum permutationes ab his tantum ratione 
fignorum differunt. Hinc cuilibet Abfciffa oduplex Applicata 
refpondet , qua fi in figura exhibeantur, prodibit Linea curva 

V i 


C A P. 
X 1 1. 


T A »« 
X L V. 
f‘S' 54« 
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F‘g- ff. 


15 6 DE AFFECTIONIBUS 

duplici plexu A FB Ecagbc DA , & afbECAGBCDtt 
conflans , duas habens Cufpides in A & a , & punita duplicia 
feu ramorum interfectiones quatuor in D , E , C & c. 


CAPUT XIII. 

De AJJeclionibus Linearum Curvarum. 

2.85. Quemadmodum fupra ramorum in infinitum exten- 
forum indolem ita defcripfimus , ut Lineam reitam , vel Cun am 
fimpliciorem , aflignaverimus , qua: cum illa Curva in infinito 
confunderetur ; ita in hoc Capite conflituimus quamvis Curvae 
portionem in fpatio finito exifientem examini fubjicere , at- 
que reitam vel Cunam fimpliciorem inveftigare , qua: cum 
illa Curva: portione faltem per minimum fpatium congruar. 
Ac primo quidem patet omnem Lineam rectam , quae Cur- 
vam tangit , in eo loco ubi tangit , cum traitu Lines 
curva: congruere , feu cum Linea curva duo ad minimum 
puncta communia habere. Tum vero etiam aliae Lincte cunae 
exhiberi pofliint , qus cum data Curva: portione accuratius 
congruant , eamque quafi ofculentur. His autem cognitis , 
flatus Lineae curva: in quovis loco , ejufque affeitiones clarxlfime 
erunt perfpeita:. 

iS 5 . Sit igitur propofita aequatio quaecunque inter Coor- 
dinar.is x & y pro Curva quapiam. Tribuatur AbfcifTs x 
valor quifpiam AP = p , & quaerantur valores Applicata: y 
huic Abfciflae refpondentes , qui fi plures fuerint , fumatur pro 
lubitu unus P M = q , eritque AI punitum in Curva , feu 
punitum per quod Cun a tranfibir. Tum vero , fi in aquatione 
inter x & y propofita , loco x feribatur p , & q locoy , om- 
nes aquationis termini fe mutuo tollent , ita ut nihil rema- 
neat. Japi , ad naturam illius Curva: portionis , qua: per 
punitum AI tranflt, indagandam , ex M ducatur recta Mq 
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^xi A P parallela , qua: nunc pro Axe accipiatur , & vocetur 
hic nova AbfcifTa Mq = t , Applicata qm=u. Quia igi- 
tur punftum m pariter in Curva eft pofitum , fi m q ufque ad 
priorem Axem in p producatur , atque A p = p + t in locum 
ipfius x , & p m = q -f- u in locum iplius y fubftituatur , aqua- 
tio pariter identica prodire debet. 


C a r. 
XIII. 


"5 


287. Fa<fla autem hac fubftitutione in aquatione inter x & 
y propofita , omnes termini , in quibus neque t nec u ineft , 
fe mutuo fponte deftruent , iliique termini , qui novas Coor- 
dinatas t & u continent , foli fupererunt. Hinc ergo ejufmodi 
prodibit aequatio 


o = At -f- Bu 4“ Cf -j~ Dtu + Euu 4~ Ft' -j- Gt' u Htuu 4~ &c. ; 

ubi A , B , C , D , &c. funt quantitates conflantes ex conf- 
tantibus primae aequationis & ipfis p & q , quas nunc pro conf- 
tantibus habemus , compofitae. Ifla igitur nova aequatione 
natura ejufdem Curvae exprimitur , verum ad Axem M q re- 
fertur , & in quo ipfum Curvae pun&um M pro initio Abf- 
ciflarum aflumitur. 

288. Ac primo quidem patet, fi ponatur Mq-=t — o, 
tum quoque fore q m =u = o, quia pun&um m in M in- 
cidit. Deinde , quia tantum minimam Curva: portionem cir- 
ca M verfantem indagare volumus , hoc impetrabimus , fi 
pro t valores quam minimos aflumamus, quo cafu quoque 
q m = u valorem habebit minimum ; naturam enim Arcus 
M m quafi evanefeentis tantum defideramus. Quod fi vero 
pro t & u fumantur valores quam minimi , termini tt, tu, 
& u u multo adhuc erunt minores , atque fequentes t ' , t' u , 
tuu , u' , &c. , multo quoque erunt minores quam illi, & ira 
porro : quam ob caufam , cum termini minimi pr* aliis quali 
infinite majoribus omitti queant, remanebit ifla aequatio 0 = 
At + Bu, quae eft aequatio pro Linea rfida M /u. per punc- 
tum M tranieunte , atque indicat hanc re£tam , fi pun&um 
m ad M proxime accedat , cum Curva congruere. 
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£ib. II. t8^. Erit ergo hxc re&a M\x Tangens Curvs In loco 
M , ideoque hinc ad quodvis pun&um Curvae M Tangens 
/ j.MT duci poteft. Scilicet , cum ex aequatione At -\-Bu= o, 

fit — erit q p. : Mq = MP : PT= — 

A : B. Ergo , cum fit P M= q , fiet P T = — : vocari 

autem haec Axis portio P T folet Subtangens. Ex his 
ergo haec deducitur. 

Recula 
Pro invenienda Subtangente. 

In aquatione pro Curva , poftquam Abfcifiae x = p inventa 
filerit fatisfacere Applicata y = q , ponatur x = p + t , & 
y= q u ; ex terminis autem , qui per fubftitutionem oriun- 
tur , ii tantum retineantur , in quibus t & u unicam dimen- 
fionem tenent , reliquis omnibus negle&is. Sicque ad duos tan- 
tum terminos At + Bu = o pervenietur : unde, cognitis A 

& B, erit Subtangens P I ==z ~~~^ • 

Exemplum I. 

Sit propojita Curva Parabola , cujus natura hac exprimitur 
aquatione yy = z a x , exijlente A P Axe principali 6’ A Vertice. 

Sumatur A P = p ; & , fi vocetur P M= q , erit qq = 
z ap , feu q = ^ zap. Jam ponatur x=p+t &y =q-\-u, 
eritque qq-\-zqu + uu=zap + z at : unde , per regulam , hi 
tantum termini zqu=zat retineantur , qui dantur — qu= o, 

•— = -|- = - £ , erit ergo Subtangens P T = ^ = zp , 
ob qq = zap. Hinc Subtangens PT erit dupla Abfcifi* 

AP. 
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C a >. 
XIII. 


Sit Curva Ellipfis Centro A defcripta , cujus eequatio efl yy= 
^(aa — xx ) , /eu aayy + bbxx = aabb. 


Sumra ergo AP=p, St, polita PM=q , erit aaqq-\- 
bbpp = aabb. Jam ponatur x = p + t St y = q + u ; &, 
quoniam ii tantum termini retineri debent , in quibus t St u 
unicam habent dimenfionem , reliqui ftatim omitti poflimt ; fiet- 

que zaaqu xbbpt = o , unde ~ == Erit 

ergo Subtangens P T = — — ^ q = = ~ aa ^ pp : 

qua: expreflio , cum fit negativa , indicat pun&um T in partem 
contrariam cadere. Ceterum haec expreflio egregie convenit 
cum determinatione Tangentium Ellipfis fupra tradita. 

Exemplum III. 

Sitpropofita Linea tertii ordinis Speciei Jeptima yyx = axx -j- 
bx + c. 


Sumta ergo AP=zp , St pofita PM=q, erit pqq = 
app-\-bp + c. Jam ftatuatur x=p-\-t St y = q u , eritque 
(p + t) (yy + xqu + uu) = a(pp + xpt + tt) +b(p + t) +c. 
Reje&is omnibus terminis fuperfluis, erit zpqu -J- qqt=.xapt + 

= y ; ideoque Subtan- 


bt , unde fit -y = zap ^~ b 


■ qq 


PT = =4 q = 


Xpq 


gens 

iap' -}- ibpp -j- Icp 
app c 


ipqq 


A 1 i ap-\-b qq 

vel PT= -- p ? q * . 

app c 


lapp-f-aftp-l" lc 
ia p -f- b qq 


2.90. Cognita ergo hoc modo Tangente Curva , fimul co- 
gnofcitur direftio , quam Curva fequitur in pundto M. Linea 
enim Curva aptiflime confiderari poteft tanquam via , quam 
defcribit pun&um continuo promotum cum variata continua 
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Lij 5. II. motus diredione. Ideoque pundum , quod Curvam M /x 
motu fuo defcribit in M promovebitur fecundum diredionem 
Tangentis M /x ; quam diredionem fi confervaret , deferiberet 
redam AI /x : ar e veftigio directionem motus infiedit , fi qui- 
dem Lineam curvam defcribit : unde ad tradum Line® curv® 
cognofcendum ia fingulis pundis politionem Tangentis defi- 
nire oportet , id quod facile fit methodo hic tradita , neque 
enim ulla offenditur difficultas , dummodo ®quatio pro Curva 
propofita fuerit rationalis atque a fradionibus libera. Ad ta- 
lem autem formam squationes omnes femper reduci poliunt. 
Sin' autem axjuatio fuerit vel irrationalis vel fradionibus im- 
plicata , neque eam ad formam rationalem & integram redu- 
cere vacaverit, tum eadem quidem methodus , at cum mode- 
ratione quadam , adhiberi poteft , qu® ipfa moderatio Calcu- 
lum different idem produxit ; quam ob rem methodum inve- 

- niendi Tangentes , fi aquatio pro Curva propofita non fuerit 

rationalis & integra , in calculum differentialem refervabimus. 

191. Hinc ergo innotefeit inclinatio Tangentis AI /x ad 
Axem AP , feu ejus parallelam Alq. Cum enim (it f /x : 
AI q = — A : B , fi Coordinat® fuerint orthogonales ideo* 

que angulus Mqfx redus , erit —-^Tangens anguli q AI;x; 

fin autem Coordinat® fuerint obliquangul® , tum ex angulo 
Alqn dato & ratione laterum AI q , q /x per Trigonometriam 
ceperietur angulus qAIjx. Patet autem , fi in aquatione re- 
fuJtante At -f- Bu = o , fuerit A = o , tum angulum q AI /x 
evanefeere , ideoque Tangentem AI /x fore Axi A P paralle- 
lam. Sin autem fuerit B=o, tum Tangens M /x Applicatis 
P AI erit parallela , feu ipfa Applicata P M Curvam in pundo 
AI tanget. 

191. Inventa Tangente AI T, fi ad cam in pundo contadus 
AI ducatur normalis AI N , erit h®c ad ipfam Curvam fimul 
Aormaiis ; cujus propterea pofitio quovis cafu facile reperitur. 
Commodifli me autem exprimitur, fi Coordinat® A P & PM 
.fuerint orthogonales, tum enim erunt triangula Mq;x & AIPN 

' fimilia ; 
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fimilia , ideoque Mq : q ,u = MP : P N , feu — B : A = 
q : PN; unde fit P N = — Vocari autem h$c Axis 

portio PN, iuter Applicatam & Normalem MN intercepta , 
folet Subno ii malis. Hatc igitur Subnormalis , fi Coor- 
dinatte fuerint orthogonales , ex inventa Subtangente P T 
facillime definitur ; erit enim PT : PM=PM: PN, feu 

P N = Prasterca vero , fi angulus AP M fuerit rec- 
tus, erit ipfa tangens MT= ^ (PT‘ -\~PM') & ipfa nor- 
malis MN= ( PM' PN' ) ; feu , cum fit P T: TM= 

P Mi MN, erit MN = V ( PT* + 

P M * ). 

193. Quoniam vidimus, fi in atquatione A t -\-B u = o , 
fuerit vel A = o vel B = o , tum Tangentem fore vel 
Axi vel Applicatis parallelam; fupereft cafus, quo uterque 
coediciens A & B fimul fit = o , confiderandus. Hoc ergo 
cum evenit , in aequatione fupra ( $. i8 6 . ) inventa , fequentes 
termini , in quibus t & u duas obtinent dimenfiones , non am- 
plius pr.2 his A t + B u , ( qui ipfi evanefcunt , ) negligi pote- 
runt. Hanc ob rem confideranda veniet ha:c aquatio o =s 
C 1 1 -J- D tu -\-E uu , negle&is fequentibus terminis; quippe 
qui pra his , fi t & u {fatuantur infinite parva , evanefcunt. 
Ex hac igitur aquatione , uti ex generali , manifeftum eft , fi 
ponatur t = o, fore & u=o , ideoque M effe pundlum in 
Curva , quod quidem Hypothefi eft confentaneum. 

194. Cum igitur hac aquatio o = Ct t -f- Dt u -f- Eu u 
flatum Curva prope pundtum M declarqt ; manifeftum eft , fi 
fuerit DD minor quam 4 CE, tum aquationem fore imagina- 
riam , nifi fint t & u = o. Hoc igitur cafu pundlum jlf qui- 
dem ad Curvam pertinebit , verum erit fejun£tum a reliqua 
Curva ; eritque ideo Ovalis conjugata in pundlum evanefcens , 
cujufmodi cafum in Capite pracedente notavimus. Hic igi- 
tur ne idea quidem Tangentis locum habet ; quia , fi Tan- 

Euleri Introduci, in Anal, infin. Tom. 11 . X 


C a r. 
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Ltb. II. gens eft reda duo pur.da proxima cum Curva habens com- 
munia , pundum a reda tangi hoc modo non poreft. Hoc 
itaque pado pundum conjugatum , fi quod datur in Curva 
quapiam , agnofeetur atque a reliquis Curvat pundis difeer- 
netur. 

^X A y B ' 2 9 J. Quod fi autem fuerit DD major quam 4 C£, 

jrjg iquatio o = C tt -f- D tu + E u u relolubilis erit in duas 
aequationes hujus formx a. t + & u = o , quarum utraque in 
Curvi naturam aeque competit. Cum igitur utraque pofitio- 
nem Tangentis feu diredienem Curva; in pundo AI exhi- 
beat , necefte eft ut duo Curvae rami fe in pundo AI decuf- 
fent , ibique pundum duplex conftituant. Sumta fcilicet 
AIq = t , fint q /j. & q v ambo valores ipfius u , quos illa 
aquario prxbet , atque reda; M\x &c Alt erunt ambae Tan- 
gentes Curvi in pundo M. In AI ergo erit interfedio duo- 
rum Curvi ramorum , quorum alter fecundum AI /u. , & al- 
ter fecundum AU dirigitur. Cum igitur pundum conjugatum 
pariter pro pundo duplici fit habendum , hic iquatio Ctt -f- 
Dtu Eu u= o , femper pundum duplex indicabit , quem- 
admodum iquatio A t -J- B u = o , quoties locum habet , punc- 
tum Curvi tantum fimplex declarat. 

zy6. Sin autem fuerit DD = ^CE, tum ambi iftas 
Tangentes AI /j. & AU coincident , & angulus /.t Alt eva— 
nefeet ; ex quo intelligitur duos Curvi ramos in AI non fo- 
lum concurrere , fed etiam eandem diredionem habere, ideoque 
fe invicem tangere ; quo cafu pundum AI nihilominus erit 
duplex , quia reda per hoc pundum duda Curvam hoc loca 
in duobus pundis fecare eft cenfenda. Quando ergo in xqua- 
tione , quam ([i z86. obtinuimus , ambo coefficientes primi 
A & B evanefeunt, tum concludenda eft Curva in M punc- 
tum duplex habere , cujus tres dantur Species diverfi ; vel 
Ovalis in pundum evanefeens feu pundum conjugatum , vel 
duorum Curvi ramorum interfedio mutua feu nodus , vel duo- 
rum Curvi ramorum contadus , quas diverfas puudi duplicis. 
Species triplex iquationis o = Ctt + Dtu -f~ Euu coaf- 
ritutio definit. 
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197. Si prxter coefficientes A &cB , etiam hi tres C , D , 
& E omnes evanefcant , tum fequentes fumi debebunt ter- 
mini , iu quibus t & u tres obtinent dimenfiones , eritque Fr'-f- 
Cttu~\- Htuu + Iu' = o. Quae aequatio fi unicum habeat 
Fadorem fimplicem reaiem , hic cftendet unum Curvae ramum 
per pundum M tranfeuntem ejufque fimul diredionem feu 
Tangeutem ; bini vero reliqui Fadores imaginarii in ipfo punc- 
to M Ovalem evanefcentem , arguent. Sin autem omnes 
radices illius aquationis fuerint reales , hinc cognofcetur tres 
Curvae ramos fe in eodem pundo M vel decurtare vel tan- 
gere , prout ili® radices fuerint vel inaequales vel aequales. 
Quicquid horum evenerit , Curva in M femper habebit punc- 
tum triplex , atque reda per M duda Curvam fimul in tri- 
bus pundis fecare putanda eft. 

198. Quod fi proter omnes coefficientes procedentes etiam 
hi quatuor F, G , Jf, & / evanefcant; tum ad naturam punc- 
ti Curvo AI cognofcendam , contemplari oportebit terminos 
aquationis fequentes , in quibus t & u quatuor habeant di- 
menfiones : unde pundum M quadruplex erit judicandum. 
In eo enim vel duo Ovales conjugato coalefcunt ; quod eve- 
nit fi aquationis quarti gradus omnes radices fuerint imagi- 
nario. Vel in M interfedio feu contadus duorum Cur- 
vo ramorum cum pundo conjugato ; quod evenit fi duo ra- 
dices fuerint reales , duo reliquo vero imaginario. At in 
M denique erit interfedio quatuor Curvo ramorum , fi om- 
nes radices oquationis fuerint reales ; interfedio autem vel duo- 
rum vel trium vel omnium quatuor abibit in contadum , (1 
duo tres vel omnes quatuor radices fiant squales. Simili 
aurem modo in judicio erit progrediendum , fi etiam his ter- 
minis , ubi t & u quatuor obtinent dimenfiones , evanelcen- 
tibus , procedendum erit ad terminos quinque ulteriorumve 
dimenfionum. 

199. His perpenfis, facile erit oquationem generalem pro 
omnibus Curvis invenire , quo non folum per putidum M 
tranfeant , fed etiam in AI habeant pundum vel fimplex vel 

X a 


C A V. 
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Lib. TT. duplex , vel triplex , vel totuplex , prout quis voluerit. PofT— 

rr tis enim A P = p , P M = q , ac denotantibus P , Q , R , 
S , &c. Fundiones quafcunque Coordinatarum x Scy , mar.ifef- 
tum eft hanc aquationem P ( x — p ) + Q ( y — q ) = o , 
exprimere Curvam per pundum M tranleuntem ; fi enim po- 
natur x = A P = p , fiet y = P M=q ; dummodo neque 
P per y — q , nec per x — p fuerit divifibiie , vel dum- 
modo ni Fadores x — p Si y — q , a quibus tranfitus Curva 
per pundum M pendet , ex aequatione per divifionem noa 
eliminentur. Perfpicuum autem efh omnes Curvas , qua: qui- 
dem per pundum M tranfeant , in ifita aquatione P (x — p ) -f- 
Q(y — q ) = o , contineri ; erit vero M pundum fimplex , 
fi hac aquatio non fuerit ejus forma , qualem pro pundis 
multiplicibus mox exhibebimus. 

300. Si M debeat effe pundum duplex , aquatio pro Curva 
in hac forma generali continebitur P (x — p)' + Q(x — p) 
(y — q ) + P (y — q)‘ =0, dummodo hac forma per 
divifionem non pereat. Perfpicitur hinc in Lineas fecundi or- 
dinis pundum duplex cadere non poffe , quo enim illa aqua- 
tio fecundi tantum fit , necefle efl ut P , Q , Si R fint quan- 
titates conflantes ; tum autem aquatio non erit pro Linea 
curva, fed pro duabus redis. Sin autem P, Q, R fint Func- 
tiones primi ordinis , ut nx-fSy + y, tum Linea habebun- 
tur tertii ordinis in M pundum duplex habentes. At vero 
Linea tertii ordinis , nifi ex tribus redis conflet , plus uno 
pundo duplici habere nequit. Ponamus enim dari duo punda 
duplicia , atque per ea Lineam, redam duci ; hac Linea reda 
Curvam in quatuor pundis fecaret , quod natura Linearum 
tertii ordinis adverfatur. Linea quarti ordinis duo tantum 
habebit punda duplicia ; Linea quinti ordinis plura tribus 
habere non potent , & ita porro. 

301. Sit M pundum Curva triplex, atque natura Linea 
curva hac exprimetur aquatione P ( x — p)' + Q(x — p )* 
{y—q)+E{x — p) (y — q)‘ +S(y — q)' = 0. Hac 
aquatio igitur fi Lineam curvam definiat , tertium ordinem 
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fuperabir ; namque fi P, Q , R , & S eflent conflantes, quod 
Linearum tertii ordinis natura exigit , tum aquatio tres ha- 
beret Fadores formas <x(x — p ) + € (y — q ) , ideoque fo- 
ret pro tribus redis. In Curvas ergo quarto ordine fimplicio- 
res pundum triplex non cadit ; neque Linea quinti ordinis 
plus uno pundo triplici habere poliunt , alioquin enim daretur 
reda Lineam quinti ordinis in fex pundis 1'ecans. Nihil autem 
impedit quo minus Linea fexti ordinis duo habeat punda 
triplicia. 

301. Si aequatio in hac forma contineatur: P(x — p ) 4 + 

Q(* — p) ’ (j — y) + K( *—p)‘(y — ?)’ + S(* — p ) 

(y — q )‘ + T(y — q)' = o, tum Cuna in M habebit 
pundum quadruplex. Linea ergo curva limpliciflima , quas 
pundo quadruplici gaudeat , ad Linearum ordinem quintum' 
pertinebit. Duo vero punda quadruplicia non cadunt nifi in 
Lineas aut odavi aut altioris gradus. Simili modo aquationes 
generales exhiberi poflimt pro Lineis , quae in M habeant 
pundum quintuplex , vel pro lubitu multiplex. 

303. Quod , fi autem M fuerit vel pundum duplex vel 
triplex vel utcunque multiplex , tum vel totidem Curvae rami 
fe mutuo in pundo M fecabunt five tangent ; vel , fi nume- 
rus ramorum fe interfecantium fit minor , tum unum plurave 
punda conjugata in eodem pundo M concrefcent : qui Curvas 
flatus cognofcetur ex iis , quas ante funt tradita. Scilicet , in 
Fundionibus P , Q , R , S , & c. , ubique loco x & y feribr 
debent p & q , & t & u loco Fadorum x — p & y — q ; 
tum enim prodibunt ejufmodi stquationes, ex quibus confli- 
tutio Curvae & ramorum fe in M interfecantium Tangentes 
definiri poterunt. 
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CAPUT XIV. 

De curvatura Linearum curvarum. 

304. Quemadmodum in fuperiori Capite lineas redas 
indagavimus , qu® in quovis pun< 51 o Line® curv® ipfius di— 
redionem indicabant , ita hic Lineas curvas fimpliciores 
inveftigabimus , qu® in quovis loco cura Curva propofita 
tam exacie congruant , ut faltem per minimum fpatium quali 
confunduntur. Sic enim cognita indole Curv® fimplicioris , 
limul Curv® propofit® natura inde colligetur. Simili methodo 
fcilicet hic utemur , qua fupra ad naturam ramorum in infini- 
tum extenforum ferutandam fumus uli ; primo, videlicet invel- 
tigando Lineam redam , qu® Curvam tangat , deinde vero 
Lineam curvam fimpliciorcm , qu® cum Curva propofita multo 
magis conveniat, eamque non folum tangat , fed quafi ofeu- 
letur. Vocari autem ejufmodi Linearum curvarum ardilfimus 
coniadus folet Osculatio. 

305. Sit igitur propofita aquatio quacunque inter Coordi— 
natas orthogonales x & y , atque ad naturam minim® Curv» 
portionis M m circa pundum M verfantis indagandam , cum 
inventa fit Abfcifta A P = p & Applicata P M. = q , pona- 
tur in Axe MR Abfcifla minima Mq = t, & Applicata 
a m = u ; eritque x =p + t , & y=q + u \ quibus valori— 
tus in aquatione fubftitutis , perveniatur ad hanc aquationem 

<>r=A t + B u + Ct' -\-Dtu -f- Eu + Ft' + Gt’i/ + &c. , 

qu® exprimet naturam Curv® ejufdem ad Axem MR relata. 
Quoniam autem has novas Coordinatas t Sc u minimas (latui- 
mus., fequer.tes termini quaft infinities erunt minores quam 
antecedentes ; ideoque pr® his fine errore rejici poterunt. 

30 6. Nifi ergo ambo coefiicientes primi A & B evanefeant. 
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rejedis fequentibus terminis omnibus , xquatio 0 = At-\- Bu 
pflendet Lineam redam M/x quae Curvam in pundo M tan- 
get , hocque loco cum Curva communem habet diredionem. 
Erit ergo Mq : qt* = B : — A ; unde , ob cognitas quan- 
titates A & B , pofitio Tangentis M/j. innotefcit , qux cum 
Curvam in pundo tantum M contingat , videamus quantum 
Curva Mm porro a reda Mfx faltem per minimum fpatium 
aberret. In hunc finem afliimamus normalem MN pro Axe , 
in quem ex m Applicata orthogonalis mr ducatur , ac vocetur 


Mr=r ; rm = s ; erit t = 


& r = 


At Bu 


HA- + B-) 


& s = 


Ar+Bs 

1(A‘ + B) 
B t A u 


& 


A s Br 


a t n /• 

V(>+j , y < 2 uare - cum fit 


— At — Bu = Ct‘ + D tu + £u' + Ft' + Gttu + &c. > 

erit r quantitas infinities minor , quam t & u , ac propterea 
erit quoque r quantitas infinities minor quam s ; nam s per t 
& u , at r per ipfarum t & u quadrata vel poteftates lupe- 
riores determinatur. 


C A f. 
XIV. 


307. Naturam ergo Cunae Mm multo propius cognof- 
cemus , fx terminos quoque Ct' -\-Dtu-\-Eu in computum 
ducamus , atque fequentes tantum negligamus ; ficque habe- 
bimus inter t & u hanc xquationem — At — Bu=Ct' -f* 
Dtu + Eu , in qua fi loco t & u valores fuperiores fubfti- 

tuamus, habebimus rV(^' + fl') = ^ ^ 

(A' D B' D 1 ABC + iABE)n . {A' E ABD+ B’C)ss 

A' + B' A' + B ' 

At , quia r infinities minor eft quam s , termini rr & rs prx 

termino ss evanefcent fietque ss— " r ' B - Abd\'U‘C ' 

quae aequatio exprimit naturam Curvx Curvam propofitam in 
M ofculantis. 


* 308. Curvx ergo Arcus minimus Mm congruet cum Ver- 

tice Parabolae fuper Axe MN deferiptx , cujus Latus redunr 
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* IB - feu Parameter eft = : unde qualis eft 

curvatura hujus Parabolx in vertice talis erit Curva? propofitae 
curvatura in pundlo M. Cum autem nullius Curvx curvatura 
diftindcius cognoficatur quam Circuli , quoniam ipfius curvatura 
ubique eft eadem , eoque major exiftit , quo minor fuerit 
radius ; commodius erit curvaturam Curvarum definire per 
Circulum aequalis curvaturae , qui Circulus ofculator vocari 
folet. Hanc ob rem oportebit Circulum definire cujus curva- 
tura conveniat cum curvatura propofitae Parabolae in ipfius 
Vertice , quo tum Circulum illum in locum Parabolae ofcu- 
lantis fubffituere liceat. 

309. Ad hoc efficiendum , contemplemur curvaturam Cir- 
culi tanquam incognitam , eamque modo expofito per curva- 
turam Parabolae exprimamus , fic enim viciffim pro Parabola 
ofculante Circulus ofculator fubftitui poterit. Sit igitur Curva 
M m propofita Circulus radio = a defcriptus , cujus natura 
exprimetur aequatione yy=i ax — xx. Sumta ergo AP=p , 
& P M = q erit , qq = iap — pp. Jam ponatur x=p-\-t 
& y = q -f- u , atque orietur hacc xquatio qq + iqu + uu = 
%a p + itft — pp — 2-pt — it , quae , ob qq = lap — pp , re- 
ducitur ad hanc formam 0 = 1 at — 2 pt — iqu — tt — uu , 
qua? cum fuperiori forma comparata dat A=ia — ip ; 
B = — iq ; C = — 1 t D=o , & E= — 1 , unde fit 
A A + BB = $(aa + lap -f- pp + qq) = 4 <m , & (AA-+- 
BB) V {A A + BB) = 8 a' atque A A E — AB D +- 
BBC = — A A — BB = — 4 a a. Unde Circulum, cujus 
radius = a , in quovis pun&o ofculatur Parabolae vertex , 
cujus natura exprimitur aequatione ss = ia^ ; ideoque viciffim 
quam Curvam ofculatur Vertex Parabolae ss=x=br, eandem 

ofculabitur Circulus , cujus radius eft = — b. 

* 

310. Cum igitur fupra invenerimus Curvam Mm ofculari 

Parabolam cujus squatio fit ss = r * 

mani- 
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manifeftum eft ejufdem Curva curvaturam in M convenire cum 

r^- v ■ 1 ■ r M‘4- B‘)y/ (A' + B‘) 

curvatura Circuli, cujus radius fit = 

Hac ergo expreffio dat radium Circuli ofculatoris , atque ifte 
radius quoque vocari folet Radius ojiuli ; fape etiam radius 
curvedinis feu curvatura appellatur. Ex aquatione ergo inter 
t & u , quam ex aquatione inter x St y propofita elicuimus , 
ftatim definiri poteft radius ofculi Curva in pundo M , feu 
radius Circuli ofculantis Curvam in M. In aquatione enim 
inter r & u rejiciantur termini , in quibus t St u plures dua- 
bus dimenfiones obtinent , atque ex aquatione , qua erit hu- 
jus forma 

o = At + Bu-\~Ctt-\-Dtu + E uu , 


invenietur radius ofculi 


i(A‘E — ABD+B‘C)’ 


3 11. Quoniam vero fignum radicale V ( A' -J- B’ ) ambi- 
guitatem ligni involvit , incertum eft utrum ifta expreffio fit 
affirmativa an negativa , fcilicet utrum concavitas Curva punc- 
tum N refpiciat , an convexitas. Ad hoc dubium tollendum 
quari debet utrum Curva pundum m intra Tangentem AI \* 
verius Axem AN fit politum, an vero extra Tangentem ca- 
dat. Priori cafu Curva verfiis N erit concava , atque Cen- 
trum Circuli ofculantis in reda MN portionem verfus Axem 
protenfam incidet ; pofteriori cafu vero in portionem reda 
NM ultra M produdam. Omnis ergo dubitatio evanefcet 
fi inquiratur, utrum q m fit minor quam q /jl , an major; 
priori enim cafu Curva verfus N erit concava , pofteriori vero 
convexa. 


311. Eft vero q ju = — » & q m = u , quare viden- 
dum eft utrum fit ~jy t , major minorve quam u. Quia 
igitur m /x eft Lineola quam minima , ponatur , m/j. = w erit- 
Euleri Introduci, in Anal. infin. Tom. II. Y 


Ca r. 
XIV. 
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■A e 


que u = -g — u’ ; unde , facta fubflirutionc , lito 


— Bw -J- Ctt- 


ADrt 


A‘Ett 1 lAEtw 


. i /i tr t i 

DtW-\ r—rj + 


- + E 


w 


ii ‘ BB ' ii 

ubi j oh w pr® t minimum , termini t w & w' evanefcuDt. 

Tr r ( B‘C — A B n-\- A' E) tt ^ J r 

Hinc fit w = — . Quod fi ergo w 

fuerit quantitas affirmativa, quod evenit fi ^ 

feu ^ E AQD- f- B_C f uer j t q Uant ‘ ltas affirmativa, tum Curva 

erit concava verfus N ; fin autem R ■ - fuerit 

quantitas negativa, 'Curvas convexitas punaum N rcfpiciet. 


313. Quo hxc clariora reddantur, divcrfi cafus q*ti occur- 
rere poffiunt, feorfim funt evolvendi. Sit igitur primum B==zo , 
quo cafu ipfa Applicata PM erit Tangens Curvas Mm, & 

radius ofculi erit = - 4 ~. Utrum autem Curva fit concava 

verfus R , uti Figura prxfentat , an convexa , ex tequatione 
o = At + C 1 1 -\-Dtu-\-Euu intelligitur. Cum enim fit 
M q = t & qtn =» , ob t infinities minus quamw, termini 
tt & tu prs uu evanefcent , eritque A t -j- E u u=o ; ex 
qua squatione intelligitur , fi coefficientes A & E habeant 

contraria figna , feu fi fuerit quantitas negativa , tum 
Curvam fore concavam verfus R. At , fi coefficientes A & 
E habeant paria figna , fuerit quantitas affirmativa, tum 
Curva ad alteram Tangentis partem erit fita ; AbfcifTa enim 
Mq flatui debet negativa quo Applicata q rn refpondeat realis. 

3x4. Sit nunc Tangens M /j. inclinata ad Axem AP feu 
ipfi parallelam , ita ut angulus R M fx fit acutus , & normalis 
MN Axem in N ultra P fecet : quo cafu Abfciffis t refpon- 
tlebunt Applicat® u affirmativa; j unde cocxficicntes A & Q 
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figna habebunt difparia , & fra< 5 tio erit negativa.. De hoc 
cafu jam ante vidimus Curvam fore concavam verfus N , fi 

fuerit -g 1 quantitas affirmativa ; vel , cum — 

ut quantitas negativa , li ruerit y — quantitas 

quantitas 


c- c A' E — ABD+B‘C 

negativa. Sm autem ruerit * 


negativa , feu 


A‘ E — A B D B' C 


B 


quantitas affirmativa , tum 


Curva verfus N convexitatem obvertet. Utroque vero cafu 

r r r • ( A 1 + B' ) 1/ ( A' -f B ) 

nJius ofculi erit 


315. Sir nunc A — - o , quo cafu re&a MR Axi parallela 
fimul erit Curva: Tangens , & u infinities minor quam t ; 
unde erit o = Bu + Ctt. Quare, fi B & C habeant aqualia 
figna , feu fi B C fuerit quantitas affirmativa , tum u habere 
debet valorem negativum ; ideoque Cuna erit concava verfus 
punclum P , in quod N iucidit , quod ipfum regula fuperior , 

fafto A=o , oftendit ; radius ofculi vero erit = — tt. Htec 

i c 

autem eadem regula , qua: fupra eft data , valet , fi Tangens 
AIT ultra P cum Axe concurrat ; tum enim pariter Curva 
verfus N erit vel concava vel convexa , prout ha:c exprelfio 
^ atid-\- R c > f Uer j t ve j a{f irma tiva vel negativa , erit- 


que radius ofculi ut an te. = UL h B 'X V < 4 ’ + R.' 1 
^ i(A‘E ABD-\-B‘C 


31 6 . Sit propofita Ellipfis , feu faltem ejus quadrans DMC , 
cujus Centrum A , alter femiaxis tranfvcrfus AD = a, alter 
fe mi axis conjugatus AC = b. Sumtis ergo Abfciffis x in Axe 
AD a Centro A , habebitur ha:c equario pro Ellipfi aayy -f- 
Ibxx = aabb. Sumta jam quapiam Abfcifla AP = p, & 
polita Applicata PM=q, erit aaqq + bbpp = aabb. Po- 
natur jam x=p + t , & y=q-\-u , erit aaqq + xaaqu -p 

Y a 


C a r. 
XIV. 


Tai. 

XV. 
F,g. 5*. 


T A B. 

XV. 
Pig 59 - 


T A B. 

XV. 
F13. 60, 
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II. aauu + bbpp + ilbpt + bbtt = aabb , feu ibbpt + raaqu -f- 
bbtt + aauu = o. Primum ergo , ob coefficientes ipfarum 
t & u , normalis MN citra P cum Axe concurrit : eritque 
P M : P N = B : A = aa q : bb p & PN= b -^ , ob A 

— ih hp & B=aaq. Praeterea vero , ob C=lb , D=o 

_ „ . AAE ARD-\-B'C t,aabb{aaqq J r bbpp) _ 

& E = aa , erit 5 = I aJ j — 

1 AA' . ideoque quantitas affirmativa , qua indicatur Cunam 

Icuq 9 11 

verius iV effie concavam. 

317. Ad ipfum jam radium ofculi inveniendum , eft. A’ - f- 

B' =z^(a*qq b'pp) , & A' E — ABD + E'C = 4*2 V ; 

unde -radius ofculi erit A t eft 

y^+AA?), unde V (a*qq -f- b*pp) — a a. MN , ideoque 

radius ofculi — - ' ^ . Si in normalem MN producam 

ex Centro A ducatur perpendiculum AO , erit, ob AN = 
p iA? & triangula MNP & ANO fimilia , NO = 

& mo = no + mn= “^+ 7 p = 

unde MN=-^ y hineque radius ofculi = 
qu$ expreffio ad utrumque Axem A D & A C asque eft. 
accommodata. 


318. Invento autem pro quovis Curvas loco radio ofculi , 
natura Curvae fatis clare perfpicitur. Si enim portio Cunae 
in partes plurimas quam minimas dividatur T unaquaque par- 
ticula haberi poteft pro Arculo Circuli , cujus radius erit ipfe 
radius ofculi in eo loco. Hinc vero etiam delcriptio Curva 
per plurima pun&a multo accuratius abfolvetur. Poftquaxn 
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enim plura notata fuerint punda , per qui Curva tranfeat , C a r. 
fi pro his fingulis pundis primo quadrantur Tangentes , hinc- V- 
que porro normales , atque tum radii ofculi , portiuncula 
Curva intra punda inventa fita ope circini poterunt defcribi. 

Hocque modo eo accuratius vera Curva figura exprimetur , 
quo propiora fiierint punda primum notata. 

319. Quoniam igitur portiuncula Curva ad M cum Ar- Tab. 
culo Circuli radio ofculi defcripti congruit, non folum ele- xv - 
mentum Mm, fed etiam prxcedens Mn eadem curvatura tis ' *** 
erit prxditum. Cum enim natura minima Curva portionis 
Mm exprimatur hujufmodi aquatione, ss = a.r inter Coor- 
dinatas AI r = r & rm = s , unicuique Abfcifla minima 
Mr=r, ex aquatione duplex refpondcbit Applicata s al- 
tera affirmativa , altera negativa : ideoque Curva verfus n 
aque ac verfus m continuabitur. Ubicunque ergo radius ofculi , 

qui eft = «, , finitam habet magnitudinem , ibi curvatura 

utrinque faltem per minimum fpariolum erit uniformis. Ne- 
que ergo his cafibus Curva ex M fubito, formata Cufpide , 
rcfledetur, neque mutata curvatura, portio Mn convexitatem 
verfus N obvertere poterit , dum altera M m eft concava ver- 
fus N ; cujufmodi curvatura immutatio vocari folet in e l e- 
x i o , vel punclum flexus contrarii : Quare , ubi 
radius ofculi eft finitus, ibi neque Cufpis , neque pundum flexus 
contrarii locum habere poteft. 

310. Cum igitur ex aquatione inter 1 8zu 


o=At-\- Bu+Ct' Dtu + Euu Fi' Gttu -|- Htu + &c. , 


inventus fit radius ofculi = 


(A'+B')y/(A- + B>) 
z{A'E AB D-\- B'C ) * 


mani- 


feftum eft , fi fuerit A' E — A B D -J- B‘C = o , tum radium 
ofculi fieri infinite magnum , ideoque Circulum ofculantem in 
Lineam redam abire. Ubi ergo hoc evenit, ibi Linea cur- 
va cun atura deftituitur , atque duo Curva elementa quafi ia. 


< 
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Quo igitur his cafibus natura Curvae 


penitius perfpiciatur 
— As—Rr 


fubftitutio r = & u = 


-n — i-r- „ , etiam in terminis Ft' + Gttu -f- Iltuu + Iu’ 
y(AA- \-UB) 

eft inftituenda. Cum autem pra: termino primo r^(A' -\-B') 
omnes termini fequentes , qui r continent , evanefeant , his 
terminis rejeclis , atque lubilitutione per totam aquationem 
fa< 5 la , obtinebitur ejufmodi squatio 


r v ( A -} - B ) = clss -f- C s' ~\~y s 4 “f" £ s' -f- &c. 

311. Ex hac aequatione jam flarim colligitur, ut fupra , radius 

ofculi = - t f in autem fit ct = o , quo cafu 

radius ofculi fit infinitus , ad Curva naturam exa< 51 ius cognof- 
cendam , fumi debet terminus fequens Cs', ita ut fit rV (A‘ 
E’)=C,s' nifi enim fit € = o , termini fequentes y s' , 
£ s' &:c. , omnes pra: hoc evanefeunt. Curvam ergo hoc 
cafu in jM ofculabitur Curva hac aequatione r V {A' -f-B‘ ) 
= exprefla , ex qua fimul figura Curva circa pundhim 
r a » ^ cognofeetur. Cum igitur Abfciffa: r negative fumtas ne- 

XVI. gativus valor Applicata: s refpondeat , Curva circa Affigu- 
Fjg- 61. ram habebit anguineam m M /j. , ideoque in M habebit 
pun&um flexus contrarii. 

Quod , fi prster «. etiam fiat C — o , tum natura 
Curva: circa M exprimetur hac aquatione B‘)z=z 

f A D yf, ex qua cum unicuique Abfciffa: r duplex Applicata s 
{VI. refpondeat , altera affirmativa , altera negativa , neque Abfcifia 
Fig. 61. r utrinque fumi queat , utraque Curva: portio AI rn & AI fj. 
ad eandem Tangentis partem erit polita. A»t fi , ob «, £ , 
& y evanefeentes , natura Curva: circa AI exprimatur aqua- 
tione r V(^‘ + B' ) = £ s' , tum Curva ad M iterum ha- 
Tab. bebit pundhim flexus contrarii uti in Figura 6 1. Sin autem 
x v fiierit etiam 5 “ = o , ut fiat r V CA‘ + B‘)=t s\ tum Curva 
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iterum punito flexus contrarii deflituerur , uti Figura 61. At- 
que generaliter , fi exponens ipfius s fuerit numerus impar , 
Curva in Ai habebit punitum flexus contrarii ; fin autem ex- 
ponens ipfius s fuerit numerus par. Curva carebit punito flexus 
contrarii , uti Figura 6 z. 

323. Hic igitur funt Curvarum phenomena , fi punitum 
M fuerit fimplex , feu fi in aequatione 


o = At Bu + Ct -f- Dtu + Eu + Ft' + &c. , 


non uterque coefficlens A & B fimul evanefeat. Quod fi au- 
tem fuerit & A = o , & B = o , Curvaque habuerit duos 
plurelVe ramos fe in punito M interfecantes , uniufcujufque 
rami curvatura & indoles in Ai inveftigabitur feorfim , ut ante. 
Sit enim pro Tangente cujufvis rami mt + n u = o , & que- 
ratur equatio pro hoc ramo inter Coordinatas r & s , qua- 
rum illa r in normali AI N capiatur , ut fit r infinities minor 


quam s. Poni ergo debibit r 


mr-\~ns ~ ms nr m 

V( ot ‘+'»‘) u V( m ‘+n ) * 
que faito & negleitis terminis ob infinitam parvitatem pre 
reliquis evanefeentibus , prodibit , fi AI fuerit punitum du- 
plex , hujufmodi equatio rs=.o.s' + + Vs'+^‘ + 

&c. : fin autem AI fuerit punitum triplex , talis /• s s = as* -j- 
C s' -1- y s' + &c. , & ita porro : que equationes omnes 
reducuntur ad hanc formam 


r== a. s s + € 5' + y s* + £ 5 ' &c. 


314. Ex hac equatione intelligitur iftius Curve rami, quem 
confideramus , in AI efle radium ofculi = — , qui , fi «,= 0, 

fiet =co. Hoc ergo cafu natura Curvas exprimetur vel hac 
equatione r = £ s’ , vel r=y s' vel r=§s' , &c.; ex qui- 
bus , ut ante , colligetur Curve ramum in AI vel punitum flexus 
contrarii habere , vel tali carere. Prius fcilicet evenit , fi ex- 
ponens ipfius s fuerit numerus impar , pofierius fi fit qumerus- 


C A p. 
X 1 V. 


T A B. 
XVI. 


T A B. 

XV. 
F‘S- i 6 - 


T A B. 

X V. 

Fis- $?• 
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Lib. II. par. Hoc ergo modo judicandam erit de quovis ramo per 
pun&um M tranfeunte feorfim , cum reperta fuerit ejus Tan- 
gens , ejufque Tengens difcrepet a Tangentibus reliquorum 
ramorum fefe in eodem pun&o Af interfecantium. 


T A B. 

y v. 

l‘S- 51 - 


315. Aliud autem judicium erit ferendum, fi duonim plu- 
riumve ramorum Tangentes in pun&o M coincidanr. Sint 
enim , evanefcentibus A & B in iquatione o = Ctt Dtu -J- 
Euu - 1 - Ft’ + Gt'u -f- &c. , primi membri Ctt + Diu + Euu, 
ambo Fadtores fimplices aequales , feu ambo rami fe in punito 
M decurtantes communem habeant Tangentem. Sit ergo 
Ctt -{- Dtu + Euu = (mt + nu)' , atque aequatione ad Coor- 
dinatas M r = r , & r m = s tranflata , ponendo t =3 


— — m r-f- n s 


& U = 


ms ■ 


; hujufmodi prodibit aequatio 
’ + &c: 


\/( y(/n*ri-n' ) 

r r = a.r s s + € s' ^-yrs l --(-S's , ri-trs''-!- <£ 
termini enim , in quibus r habet duas plurefve dimeufiones prae 
primo rr evanefeunt. 

316. Hic primum fpeitandus eft terminus , qui fi ad-, 
fiierit , prae eo reliqui omnes evanefeunt , propterea quod r 
infinities minus eft quam s. Nifi ergo fuerit € = o , natura 
Curvi circa Af exprimetur hac iquatione rr= 6 s' ; ex qua, 

cum fit r = s V £ s = s s V — , intclligitur radium ofculi ia 
M efle = “ V y i feu * ob s evanefeens in M , radium 


ofculi quoque fieri = o. Erit ergo curvatura in M infinite 
magna feu Elementum Curvi in M erit portio Circuli infi- 
't a b. n ' re parvi. Quoniam porro Applicata s eundem obtinet va- 
XVI. lorem , five Abfcifia r fumatur affirmativa five negativa , patet 
F‘S- 63. Curvam in M habere Cufpidem , atque in duos ramos M m , 
M /j. divaricari fe mutuo in M contingentes atque Tangenti 
Mt convexitatem obvertentes. 


317. Sit£ = o; adfit autem terminus Ss*, pri quo yrs' 
evanefeit , atque natura Curvae circa M exprimetur iquatio.ne 
rr=a,rss S s\ qui, fi fuerit ecx minor quam — ob Fac- 
tores 
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tores imaginarios , pundlum conjugatum in M indicat ; fin au- C a r. 
tem O.O. major quam — 4$ , tum in cluas aquationes hujufmodi x 1 V ' 
r=fss & r=gss diipeficitur. Quare in M duo Curva 
rami fe mutuo contingent, quorum alterius in M radius ofculi 

- eft =z-Ij y alterius = — Si ergo hi duo rami concavita- Tau. 

tem in eandem plagam vertant, figura erit duorum Arcuum ? ) h 
circularium fe intus Tangentium; fin autem concavitates in £ig. 6 * 
plagas oppofitas dirigantur , figura erit duorum Arcuum circu- 
larium fe extus Tangentium. 

328. Sin etiam $ evanefcat , tum aquatio vel in duas atqua- 
tiones erit rcfolubilis , vel fecus , priori cafu duo oriuntur rami 
fe in pundlo M tangentes , quorum utriufque natura expri- 
metur hujufmodi aequatione r=as m ; prodibunt ergo tot 
diverfae figura , quot dantur combinationes binorum ramorum , 
qui in M pun&um fimplex conftiruunt , quos vocemus ramos 

primi ordinis , qui omnes in aquatione r=as , continen- 
tur. Pofteriori autem cafu quo a:quatio in duas alias fe refolvi 
non patitur , natura Curvas exprimetur aequatione vel r r = 
as' , vel rr = as 7 , vel rr = as’ , &c. ; quos ramos cum 
eo, quem fupra invenimus rr=as' , ramos fecundi ordinis Tab. 
appellabimus , quia vicem tenent duorum ramorum primi ordinis XVI. 
fe in M tangentium. Hi autem rami fecundi ordinis omnes 6 3 * 
in M habebunt Cufpidem , uti prabuit stquatio rr = as' \ 
hoc tamen difcrimine , quod , cum radius ofculi in M pro 
aequatione r/- = ots' effet infinite parvus, idem pro reliquis 
aequationibus prodeat infinite magnus. Cum enim ex aqua- 
tione rr=as' fit r = ss ^ as , erit radius ofculi in M= 

-—5 — , hoc eft , ob s = o , infinitas. 

329. Si tres Tangentes ramorum fe in M decuftantium in 
fe invicem incidant ; tum ve! tres rami primi ordinis fe in 
eodem pundlo M contingent , vel in M erit contaiftus unius 

Euleri Introduci, in Anal, infin. Tom. 1 1 . Z 
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rami fecundi ordinis cum pno ramo primi ordinis , vel unicus- 
per M tranfibit ramus tertii ordinis. Ramorum autem tertii 
ordinis natura exprimetur hujufmodi aequationibus r' = *s' ; 
r'=a.s' ; r' = a.s' ; r' = xs* i &cc. , feu hac generali r' = 

a/, exiftente n numero quocunque integro ternario majore 
neque per ternarium divifibili. Horum ramorum autem figura 
ita erit comparata , ut in M fit puntftum flexus contrarii 
fi n fuerit numerus impar ; flexus vero non contrarius feu 
continuus ( ut in Figura 6 z.) adfit , fi n fuerit numerus par. 
Ceterum in his Curvis radius ofculi in M erit infinite parvus 
fi n minor quam 6 , at influite magnus lit n major quam 6 . 

330. Simili modo fi quatuor Tangentes ramorum fe in M 
decuilantium congruant , tum vel quatuor rami primi ordinis , 
vel duo primi & unus fecundi , vel duo rami fecundi ordinis ,, 
vel unus primi & unus tertii ordinis fe in eodem pumflo M 
contingent , vel denique unicus ramus quarti ordinis per AF 
tranfibit. Ramorum autem quarti ordinis natura continetur 

hac tequatione generali r*=xs n , exiftente n numero integro 
Tab. impari majore quam 4. Hae autem aequationes omnes prae- 
X V I. bent Cufpidem , uti rami fecundi ordinis. At in M erit ra— 
1 ! £- fj* dius ofculi infinite parvus fi n minor quam 8 , infinite mag- 
nus autem fi n major quam 8. 

331. Eodem modo ramorum quinti fuperiorumve ordinum 
natura evolvetur ; ratione figurae autem rami quinti , feptimi , 
noni , omniumque imparium ordinum conveniunt cum ramis 
pt mi ordinis , quorum duplex eft figura , vel cum pnncfto 
flexus contrarii , vel fine eo. Rami autem fexti , oiftavi , & 
omn.um parium ordinum conveniunt ratione figura: cum ramis 
fecurdi &: quarti ordinis, omnes lcilicet habebunt Cufpidem 
in M uti Figura 63. exhibet. Quod autem ad radium ofculi 
attinet , quoniam horum Arcuum natura exprimitur hac aequa- 

t.one r r, =a.s n , exiftente n numero majore quam m ; per— 
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fpicuum efl , fi fuerit n minor quam zm , radium ofculi fore in- 
finite parvum y contra vero , fi n major quam z m , infinite 
magnum. 

332. Phtenomena ergo , quse in omni Curva confpedui fe 
offerunt , ad tria genera reducuntur. Primo fcilicet Curva 
continua curvatura progreditur , neque ufquam punctum flexus 
contrarii habet , neque Cufpidem feu pundum reflexionis. 
Evenit hoc primum fi radius ofculi ubique fuerit finita: magni- 
tudinis , tum vero etiam dantur cafus quibus radii ofculi mag- 
nitudo five infinite magna five infinite parva continuum trac- 
tum non perturbat , quod ufu venit fi natura Curvte circa 

pundum M exprimitur aequatione a. r m = s n , exiflente m 
numero impari , at n numero pari majori quam m. Secundum 
phaenomenon eft pun&um Flexus contrarii , quod locum habere 
nequit nifi radius ofculi fuerit vel infinite magnus vel infinite 

parvus; indicatur autem aequatione a r m = s n , fi uterque ex- 
ponens rn & n fuerit numerus impar , exiftente lemper n ma- 
jore quam m. Erit enim radius ofculi infinite magnus fi n ma- 
jor quam im , at infinite parvus fi n minor quam zm. Tertium 
phaenomenon efl pun&um Rejlexionis feu Cufpis , ubi duo quafi 
rami verfus fe invicem convexi in pundo coeuntes fe tangunt 

atque terminantur ; tale pundum monflrat jequatio «, r m =s " , 
li m fuerit nnmerus par & n impar. In Cufpide ergo radius 
ofculi femper efl vel infinite parvus vel infinite magnus. 

333. Quoniam igitur in his tribus generibus omnes Cur- 
varum , ratione tradus continui, varietates continentur , primum 
intelligitur Curva: continua: ramum nunquam ita inflexum dari, 
ut in C angulum finitum A C B conftituat. Deinde , cum 
iri pundo reflexionis anabo rami fibi convexitatem obvertant , 
ejufmodi pundum reflexionis AC B in C non datur , ufoi rami 
AC Sx.BC in C quidem communem Tangentem habeant, at 
alterius concavitas alterius convexitatem rcfpiciat ; & quoties 
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hujufimodi reflexio adefie videatur , toties Curva non eft coirr— 
pleta ; & , fi Curva ad normam requationis compleatur ac fe- 
cundum omnes partes exprimatur , orietur figura , qualis in 
Figura 64 exhibetur. Dantur quidem Curvarum deferiben- 
darum modi , quibus ejufmodi Cufpis A C 13 orietur , qus prop- 
terea ab Hospita li o Cujpis fecunda fpeciei vocatur. Ve- 
ram notandum eft deferiptiones mechanicas non femper totam 
Curvam, qua: quidem aquatione contineatur, producere, fed 
fatpenumero certam tantum partem exhibere, qua fola nota- 
tione lis , qua: circa hanc Cuipidem fecunda fpeciei ell mota , 
dirimitur. 

Non obftantibus his argumentis, quibus exiflentia hujuf- 
modi Cufpidis fecunda: fpeciei everti videtur , innumerabiles 
dantur Curvte algebrica: tali Cufpide praeditae. Inter quas 
adeo una ex ordine Linearum quarto, hac aequatione contenta 
y 4 — xy'x — 4 yxx — x’ = o r quae ex illa formula y = 

v .V + V *' refultat. Quanquam enim hic primum occurrit 

terminus V x , tamen ejus fignum non efl ambiguum , fed ne— 
cellario debet eife -J-. Nam , fi ipfi tribueretur fignum nega- 
tionis , alter terminus V x' = tf(x^x) evaderet imaginarius. 
Ex quo exemplo quemadmodum exempla fupra allata rellringi 
oporteat luculenter perfpicitur. 

334. Si duo rami, qui in AI communem Habent Tangen- 
tem , i deoque quatuor Arcus ex M exeuntes repra:fentant 
nempe Mm, M /.t , Mn , Mv , di verfis squationibus expri- 
mantur, dubium ell nullum , quinam horum Arcuum finr con- 
tinui; ii fodicet , qui fub eadem requatione continentur; erit- 
ejue Arcus Mm continuatio Arcus M n , & M fx , continua- 
tio Areus v AI. Quod fi vero ambo rami illi eadem aiqua— 
tione exprimantur , tum ob cefiantem rationem priorem , Ar- 
cus A£r, n axque haberi poteft pro continuatione Arcus v M , 
atque Arcus nM. Cum autem uterque Arcus Mn & M y 
aique haberi poffit pro continuatione Arcus M m , etiam alter 
pro alterius continuatione haberi poterit. Hinc Arcus m AT, 
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& M ix Curvam continuam confutuere cenfendi funt. xque ac 
bini Arcus quicunque alii , ficque hoc cafu in M fe refpicicnt 
duas Cufpides fecunda? fpeciei, mM/x&inNv. 

335. Neque vero folum valet de duobus ramis qui fine 
Flexu contrario ac fine Cufpide fe mutuo in M tar.gunr at- 
que eadem aequatione exprimuntur , fed etiam eadem erit con- 
tinuitatis ratio, cujufcunque generis fuerint ambo iiii rami fe 
mutuo in M tangentes , dummodo communi aequatione ex- 
primantur. Evenit hoc quoties inter r 6c s ad hujufmodi per- 

« venitur aequationem». r — lafer s =o;tumemm 

uterque ramus eadem a?quatione a. r m = £ s n exprimetur. 
Hoc igitur cafu quatuor Arcuum ex pundlo M exeuntium duo- 
quicunque pro una Linea continua haberi poflunt, hineque 
nafcentur innumerabiles Cufpides fecundae fpeciei. Ha?c au- 
. tem ipla continuitatis ratio in caufa eft , quod quasdam de- 
feriptiones ac conftru&iones mechanicae nonnunquam Cufpides 
fecund$ fpeciei producant; hoc tamen evenire non potelt , 
nifi quando deferiptio non totam Curvam in aequatione con- 
tentam , fed ejus tantum ramum unum vel aliquot exhibet. 


CAPUT XV. 

De Curvis una pluribufve Diametris praeditis. 

33 &- Dk Lineis fecundi ordinis fupra vidimus , eas omnes 
unam ad minimum habere Diametrum orthogonalem , quae 
totam Curvam in duas partes fimiles & aequales fecet. Pa- 
rabola fcilicet ejufmodi unam habet Diametrum ; ac prop- 
terea duabus condat partibus aequalibus & fimiiibus. Eiiipiis 
autem atque Hyperbola duas ejufmodi habent Diametro fe 
mutuo in Centro normaliter dccuffautes ; ideoque in ‘iis qua- 
tuor dantur Arcus feu rami inter fe aequales & limiies. 
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Lib.IT. Circulus vero , quia ab omni reda per Centrum ducta in 
duas partes fimiles & squales dividitur, innumeras habebit 
partes squales , omnes lcilicet Arcus , qui squalibus chordis 
fubtenduntur , fimul inter fe funt squales & fimiles. 

337. Hanc igitur duarum pluriumve partium ejufdem Cur- 
vs fimilitudinem hic data opera perpendemus ; eafque Cur- 
vas , quarum dus plurefve partes inter fe funt fimiles , ad 

T a b. aequationes generales revocabimus. Ac primo quidem , fi 
XVII. confideremus squationem inter Coordinatas orthogonales x 
Fi;. 60. & y j divifo univerfo.fpatio in quatuor regiones litteris Q , 

R , S, T indicatas per redas AB, E F , fe mutuo in C nor- 
maliter fecantes , fumtis x & y affirmativis , portio Curvs in 
regione Q fita oritur,- fumra autem Abfciffia x affirmativa, at 
Applicata y negativa, portio Curvs in regione R fita oritur: 
fin autem x negativa ponatur , manente y affirmativa , portio 
Curvs in regione S fita prodibit ; portio denique in regione 
• T fita evenitur , pofita utraque Coordinata y & x negativa. 

338. Portiones ergo in regionibus Q & R fits inter fe 
erunt squales & fimiles , fi squatio ita fuerit comparata , ut ' 
non mutetur etiamfi — y loco y feribatur. Cum igitur om- 
nis poteftas parium exponentium ipfius y hac gaudeat pro- 
prietate ; patet , fi in squatione pro Curva nulls poteftates 
impares ipfius y occurrant , Curvs portiones in regionibus 
Q & R litas inter fe fore squales & fimiles ; ideoque redam 
AB in qua Abfcifls CP = x capiuntur , fore Curvs Dia- 
metrum. Hujufmodi ergo Curvs , fi quidem fuerint alge- 
braies , omnes in hac squatione generali continebuntur 

« = a+ Cx + yxx + 5 yy-f- tx' -f £ryy + nx' + 6.v'y ‘ + <y 4 &c. 

qus expreffio ita deferibi poteft ut fit Fundio rationalis ip- 
fantm x & y y. Quod fi ergo Z fuerit Fundio quscunque 
rationali iplarum x & yy , tum squatio Z = o , exprimet 
Lineam cun am , qus a reda AB in duas partes fimiles & 
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aequales bifecabitur erunt ergo quoque portiones in regionibus 
S & T fu* inter fe squales & fimiles. 

339. Portiones vero in regionibus Q & S erunt squales &. 
fimiles , fi squatio ita fuerit comparata , ut polito — x loco 
x non immutetur : quare, fi Z fuerit Fundio quscunque ra- 
tionalis iplarum x x & y , tum squatio Z = o , exprimet 
Curvam , qus per redam E F in duas partes fimiles & squa- 
les bifecabitur. /Equario ergo pro his Curvis erit hujufmodi 


Cat. 
X l V. 


0= a 4-yxx -pfy y + «xxy +<y '+ *x*-\-bxxyy + «y 4 + &c. 


Per hanc ergo squationem portio Curvs in S fna f milis & 
squalis erit portioni in Q , limilique modo portio in T por- 
tioni in R. 1 

340. Portiones autem in regionibus oppofitis Q & T , feu 
R & S erunt fimiles & squales , fi squatio inter Coordina- 
tas x & y ita fuerit comparata , ut , polita utraque x & y ne- 
gativa , nullam mutationem fubeat. Sit Z = o squatio pro 
his Curvis, ac primo patet, fi Z fuerit Fundio iplarum x & 
y , parium dimenfionurfi , feu , fi fuerit aggregatum ex quotcun- 
que Fundionibus homogeneis parium dimeniionum , tum squa- 
tionem Z = o prsfcripta gaudere proprietate. Ium vero 
fi Z fuerit aggregatum quotcunque Fundionum homogenearum 
imparium dimenfionum , fumtis x & y negativis , Z abibit in 
— Z ; ideoque , cum ellet Z= o , erit quoque — Z = o. 
Hinc ergo duplex nafeitur squatio generalis pro Curvis , qus 
in regionibus oppofitis Q & T itemque in R & S portiones 
habent squales & fimiles , altera fcilicet erit 


O = tt 4- Cxx ■+■ yxy 4“ ty ‘+ «‘ 4 " 'y "F «xxyy 4“ 9xy ' 4 4 ~ 4~ &c. 

altera vero erit 


0 = ttx-\-Cy-\-yx' f x’y\-txy‘ ?.y' 4“ »x' 4“ ® *\y4“ <x'y’ 4”&C. 

/ 341. Curvs ergo , qus duas habent partes fimiles & squa- 
les , duplicis funt generis : vel enim hs dux partes utrinque 
circa Lineam redam ita funt difpofits , ut omnes Ortiinars 
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Iib. IT. orthogonales ad illam reflam fimul bifariam feccntur, quo 
cafti illa refla Diameter Curva; ortltugonalis appellatur, quorfum 
pertinent aquationes fi. & 337. ic 338. tradita:. Vel bina ilia 
partes fimiles & aquales in regiones oppofitas Q & R feu T 
& S cadunt, ita ut omnis refla per punctum C dnfla Curvam 
dividat in cluas partes alternarim squales , cujufmodi Curvs 
continentur in aequationibus in paragrapbo prscedente exhibitis. 
Hanc igitur partium squalium divertam politionem ita deferi- 
bemus , ut eas , quae ad priorem fpeciem pertinent , diametra~ 
liter aquales ; qui vero ad pofteriorem , alternatim aquales ap- 
pellemus. Quia vero in pofteriore fpecie datur punflum C , 
per quod omnis recta utrinque ad Curvam producta fimul bi- 
fecatur , hoc punflum Centri nomine appellari convenit, it^ 
ut Curvat' binas partes alternatim squales habentes Centro 
prsdits dicantur ; ilis vero Curva? , qua? duas partes diame-» 
traliter squales habeut , Dimetro prsdits vocentur. 

341. Cum squario Z = o, prsbeat Curvas quarum Dia- 
meter eft refla A B , fi Coordinata y pares tantum obtineat 
dimenfiones in Funfliones Z , atque eadem s quatio Z =0, 
reflam E F Curvs diametrum indicet, fi altera Coordinata x 
ubique pares habeat exponentes , fequitur , fi Z ejufmodi fue- 
rit Funflio ipfarum x &ty ut omnes exponentes tam ipfius x 
quam ipfius y fint numeri pares , tum utramque reflam A B & 
E F fore Curva? Diametrum orthogonalem ; ideoque quatuor 
partes in regionibus Q,R, S & T litas inter fe fore squales 
& fimiles. Hujufmodi ergo Curvs omnes in hac generali 
squatione continebuntur. 

O = oc + €x‘ -j-yy* + Jx 4 + t x‘y' + £y 4 x'y' + &c, 

343. Curvs ergo in hac squatione contents duas habe- 
bunt Diametros orrhogonales A BScEF fe mutuo in C nor- 
maliter interfecantes. Pertinent ergo hsc Curvs omnes ad Li- 
nearum ordines vel fecundum , vel quartum , vel fextum , &c. , 
ita ut in nullo Linearum ordir.e *mpari ulla contineatur Linea 
curva duabos Diametris fe mutuo normaliter interfccantibus 

prsdita. 
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prsdita. Deinde , quia ida asquatio quoque continetur in 
aquatione priori , §. 339 , hae Curva fimul Centrum habe- 
bunt in pundbo C, ita ut omnis redba per id utrinque ad Cur- 
vam produdba , in eo fimul bifariam fecetur. Hujufmodi igitur 
Curvas duplici diametro gaudentes prabebit aquatio Z=o 4 
fi quidem fuerit Z Fun<dio quacunque rationalis ipfarum x x 

& yy- 

344.. Quia igitur hoc modo dedu<di fumus ad Lineas cur- 
vas duabus Diametris praditas , inquiramus in aquationes pro 
Lineis curvis , qua plures habeant Diametros. Ac primo 
quidem facile offendetur fi quapiam Curva duas tantum ha- 
beat Diametros , eas inter fe normales efie oportere , ita ut nulla 
Curva duabus Diametris tantum pradita detur , qua non in 
aquatione modo inventa contineatur. Ponamus enim cujufpiam 
Linea curva duas effe Diametros AB , &£i r fefeinC non 
normaliter decinTantes. Cum igitur E C fit Diameter, Curva 
Utrinque circa eam aqualiter erit comparata : quare, cum ejus 
pars citerior recbarn A C pro Diametro habeat , etiam pars 
ulterior Diametrum habebit GC , in eodem pundbo C cum 
E C angulum G C E = ACE condi tuentem. Simili modo , 
cum GC fit Diameter, debebit quoque refta IC , exiftente 
GCI=GCE, efie Diameter ejufdem indolis, cujus ed 
E C. Porro Diameter quoque erit redba L C , fumto angulo 
ICL=ICG- t ficque progrediendo , continuo nova Diametri 
reperientur donec in primam AC recidant; quod evenit, fi 
angulus ACE ad angulum re« 5 bum habeat rationem rationalem. 

345. Nifi ergo angulus ACE ad angulum redbum habeat 
rationem rationalem , numerus Diametrorum erit infinitus, quo 
cafu Curva erit Circulus ; quippe in quo omnis redba per Cen- 
trum du&a ed Diameter orthogonalis : hic enim Diametri 
nomen ad folas Diametros orthogonales redringimus , quia 
his folis Curvs in duas partes fimiles & squales dividuntur. 
Ex his iotelligitur nullam Curvam algebraicam duas habere 
polle Diametros inter fe parallelas : ob rationes enim allega- 
tas , fi duas haberent Diametros parallelas , fimul infinitas inter 

Eulcri Introduci, in Anal, inf n. Tom. II. A a 
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fe parallelas & iqualiter diftantes habere deberent ; ideoque 
Linea reda hujufmodi Curvam in infinitis pundis fecare pollet j 
qua; proprietas in Lineas curvas algebraicas non cadit. 

346. Quod fi ergo quipiam Linea curva plures habeat 
Diametros, e$ omnes fe mutuo in eodem pundo C iuterfe— 
cabunt , atque a fe invicem fub squalibus angulis diliabunt. 
Erunt vero hs Diametri duplicis generis alternatim progre- 
dientes; Diameter enim C G ejufdem erit indolis, cujus eft 
Diameter C A ; atque squatio pro Curva, fumta Diametro 
C G pro Axe : conveniet cum squatione pro Curva , fumta 
Diametro C A pro Axe : Diametri ergo alterna: C A , C G, 
G L &c. aequaliter ad Curvam erunt aftcda: , fimilique modo 
Diametri CE, CI 5 cc. eadem ratione ad Curvam pertine- 
bunt. Quam ob rem , fi numerus Diametrorum fuerit fini- 
tus , tum angulus A C G erit pars aliquota quatucr redotum , 
feu angulus ACE erit pars aliquota anguli 180 graduum, fcu 
femiperipheriae , quam vocemus = 7 r. 

347. Si fuerit angulus ACE=yo°=~ 1 r , cafus exiftit jam 

fupra tradarus , quo Curva duas habet Diametros inter fe 
normales. Hujufmodi ergo Curvas denuo iuvelligemus , at 
methodo aiverfa a priori , quae xque ad inventionem plurium 
Diametrorum accommodari queat. Sit igitur Curva duabus 
Diametris AB, & EF pridita ; fumatur in ea quodcunque 
pundum M, &, ducta ex Centro C reda CM, ponatur 
C M = 1 , tk angulus A C AI = s ; quxraturque iquario 
inter j & s. Ac primo quidem intelligitur , quia reda A C eft 
Diameter,? elTe debere ejufmodi Fundionem ipfiuss, qua 
maneat eadem , etiainfi — s loco s ponatur ; fumto enim an- 
gulo A CAl ■=$ negativo A Cm, reda Cm debet e Ile = 
C M. Verum cof. s eft ejufmodi Fundio ipfiuss, quae manet 
eadem pofito — s loco + s, quam ob rem huic requifito fa- 
tisfiet fi fuerit j Fundio quacunque rationalis ipfius cof. s. 

348. Ponatur AbfdfTa C P = x , Applicata P M = y , 
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erit ^ = V (xx +yy ) & cof. s== ~ » fi f< i ue Z = o , trqua- 
tio pro Curva , cujus reda C A fit Diameter ; atque cfTe ' 
debebit Z Fundio rationalis ipfarum ^ & — , vel ipfarum j 

& x , vel , ob rationalitatem , ipfarum xx +yy S: .r. At fi 
Z fuerit Fundio ipfarum xx + yy & * , erit quoque Fundio 
ipfarum yy Se x. Sit enim xx -{- yy = u » quia Z debet effis 
Fundio ipfarum x Se 11 , pofito u = t + xx , ut fit t=yy , 
fiet Z Fundio ipfarum t & x, hoc eft ipfarum yy Sex. Quo- 
ties ergo Z fuerit Fundio rationalis ipfarum yy Sex , toties 
reda CA Curva: erit Diameter : quae eft eadem proprietas 
Curvarum una Diametro gaudentium , quam fupra invenimus. 

349. At Cunam quadi tam duabus Diametris AB Se EF 
praeditam efte oportet ; unde CB erit Diameter ejiifdem in- 
dolis , ac C A. Quare , fi reda CAf = j, ad Diametrum 

CB referatur , ob angulum BCM=-n s , neceffe eft ut 

| ejufmodi fit Fundio ipfius s , qua: non varietur , etiamfi loco 

s ponatur 91 s. Hujufmodi Fundio quidem foret fin. s , eft 

Jin. s = fln. ( tt — s): fed hoc modo prxcedenti conditioni 
non fatisfit. Hinc ejufmodi exprefiio inveniri debet , qus ad 

angulos s , — s, Se 71 r xqualiter pertineat ; talis c Rcof.zs, 

eft enim cof.zs=coJ . — zs=coJ'.z (-nr — s). Quocirca a:qua- 
tio Z=o , erit pro< Curva duabus Diametris AB Se E F 
prxdita , fi Z fuerit Fundio rationalis iplarum f & cof. is. 

Eft vero cof. = Ex quo Z debebit efle Fundio 

ipfarum xx -J -yy , Se xx — yy , vel ipfarum xx Se yy t uti fupra 
invenimus. 

350. Progrediamur ad Curvas tribus Diametris AB , EF 
Se GH prxditas inveftigandas ; qua: Diametri in eodem pundo 

C ad angulos ACE , EC G , GC B = 6o° = — -nr fe mutuo 

fccabunt , atque Diametri alterni CA, CG, CF ejufdem 
erunt indolis. Quare , fi ponatur CAJ— { > & angulus 
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ACM=s , ob GCM= — s , aequatio pro Curva 

Z = o , ita debebit e(Te comparata , ut Z fit Fundio ratio- 
nalis ipfius { , & quantitatis cujufpiam w , quae ab s ita 
pendeat , ut maneat eadem , five loco s ponatur — s , five 

~ 7 i s. Erit ergo w = ccf. 3 s ; efl enim cof 3 s = cof 3 s 

= cof ( 17 r — js). At , pofitis Coordinatis CP = x y 


PM=y , erit cof js 


■%*yy 


V 


, ideoque Z e fle debet 


Fundio rationalis ipfarum xx-fyy & x' — 3*yy. 


351. Quod fi ergo ponatur xx -\-yy=t & x' — 3* yy=u y 
haec erit aequatio generalis pro Curvis tribus Diametris prae- 
ditis 

o = a + Ct + yu ■+■ Stc + ttu + £ uu + nt' + &c. , 
qua; praebet hanc inter x & y 

o = a+£(xx-fyy)-+-yx(xjr — 3yy) + 5'(xv +yy)'+ &C- 

Cum igitur aquatio o = a + C** + £yy fit pro Circulo , 
qui , habens infinitas Diametros etiam quxftioni de tribus 
Diametris fatisfacit ; fimpliciffima Curva tres habens Diame- 
tros erit Linea tertii ordinis hac aequatione expreffa x' 

^xyy ■= axx ayy -\r b ' , quae tres habet Afymrotas triangulum 
aequilaterum comprehendentes , in cujus medio exiflit pundum 

C ; & fingulae Afymtotae funt fpeciei u = — . .Pertinent ergo 

hae Curvae ad Speciem quintam fecundum enumerationem 
a nobis fupra fadam. 

351. Si Curva habeat quatuor Diametros AB , EF, G H & 
IK fe mutuo in pundo C ad angulos femiredos = i- -ar 

interfecantes , tum Diametri CA, CG 3 CB, & CH ejef- 
dem erunt naturae. Quare , pofita CM = { , & angulo 
A C M = s ) quaari debet Fundio quaedam ipfius s , quae non 
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— 71 S. Talis au- 

4 


mutetur five loco s ponatur — s five 

tem Fundio eft cof. 45. Quare * fi Z fuerit Fundio ipfarum { 
& cof. 45 ; feu quod eodem redit , ipfarum xx -j- yy & x' — 
6 xxyy -j- y' , tum aquatio Z= o , dabit Curvam quatuor Dia- 
metris praditam. Erit ergo Z Fundio ipfarum t pefitis 
t = xx + yy & u = x" — 6xxyy + y' ; Ponatur autem v = 
tt — u y eritque Z Fundio ipfarum t & v, hoc eft ipfarum 
xx + yy & xxyy. Vel etiam Z ita definiri poteft ut fit Fundio 
harum duarum quantitatum x x + yy & x' + y*. 


353. Ut Curva aquatione Z = o , exprelTa habeat quinque 
Diametros , oportet ut Z fit Fundio ipfarum ^ & coj. 5 s. 
Quare , fumtis Coordinatis orthogonalibus x & y , ob cof. 5 s 

— * x ? , debebit efle Z Fundio rationalis ha- 

V 

rum expreflionum xx -f-yy & x’ — iox’yy -f~ 5 xy’. Curva 
igitur fimpliciflima , quas , praiter Circulum , quinque habeat 
Diametros , eft Linea quinti ordinis , atque hac aquatione ex- 
primetur x' — iox’yy -f- $xy" = u(xx4-yy)‘ +^(^x+yy)+c. 
Hsec ergo Curva , propter omnes Fadorcs fuprenii membri 
reales , habebit quinque Afymtotas fuis iuterfedionibus penta- 
gouum regulare* in cujus medio fit Centrum C , formantes. 


354. Ex his jam generaliter patet , Curvam aquatione 
Z = 0 , expreflam , habituram dfe n Diametros , quarum bina 

proxime angulum = — comprehendant * fi fuerit Z Fundio 

ipfarum f & cof. ns, feu inter Coordinatas orthogonales , 
Fundio quacunque rationalis harum expreflionum xx -(- yy & 
Ji n[n 1 ) „n 1... , n(n 1 ) ' n ri 4 

* rr y y ^ *. 2. 3. 4 y 

&c. Seu aquatio h®c 

o = a, -f- Qt -J- y u -p -J- itu -f- futi -f- »t' -j- G/t« + &c. 
praebebit Curvam n Diametris priditam , fi ponatur t = xx-j-yy 


Caf. 

X V. 


I 
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n(n—i)(n—l)(n—l ) x n 4 « 

1. 1. 9. 4 J 


SiC. 


Hinc ergo Curvs inveniri poliunt , qus tot , quot lubuerit , 
habeant Diametros fe mutuo in angulis squalibus in eodem, 
puudo C interfecantes. Simul vero ha; squationes in fe cora- 
ph.duntur omnes omnino Curvas algebrateas , qus dato Dia- 
metrorum numero fint prsdits. 

3^5. Hujufmodi Curva pluribus Diametris prsdits duplo 
plures habent partes inter fe fimiles & squales. Sic Curva 
duabus Diametris prsdira quatuor habet partes fimiles & squa- 
les , A E , B E , A F , Ss B F. Cun a autem tribus Diametris 
prsdita habet fex partes fimiles Si squales A E, G E, GB , 
FB , F H Sc A H. Atque Curva quatuor Diametris prsdita 
odo habet partes fimiles & squales A E, AK, GF,GI t 
EI , B F, HF, Si. H K ; fimilique modo numerus partium 
squalium femper duplo major eft quam numerus Diametro- 
rum. Quemadmodum autem fupra vidimus dari Cunas , duas 
partes fimiles habentes , qux tamen Diametro careant,ita da- 
buntur quoque Cuns plures partes fimiles Si squales haben- 
tes qus tamen Diametris deftituantur. 


356. Incipiamus a duabus partibus squalibus fibi e regione 
oppofitis A AI E , B KF , quem quidem cafum fupra jam trac-*- 
tavimus. Quod fi enim Cuna duas tantum habere debent 
partes squales , neceffario fibi oppofits eflfe debect , quod 
clarius patebit , quando plures partes squales contemplabimur. 
Ponamus ergo, ut ante , C Al=r , & angulum AC M=s , 
ac manifettum eft angulis s & tt + s eundem valorem ipfius j 
convenire opportere ; fumto enim angulo A C M=?r + s , 
fiet y = C K : at efTa debet C K = C M ; qusrenda ergo 
eli exprefiio communis angulis f & ir -f- s , cujufmodi ell 
tang. s ; eft enim tang. s = tang. ( 7r -f- s )• iEquatio igitur 
Z=o, erit pro tali Curva , qualem qusrimus, fi fuerit Z 
Fundio ipfarum ^ & tang. s , feu Fundio ipfarum x x-\-yy Si 

~. Ponamus ~ = t, eritque xx-j-yy = yy ( 1 -f-rt). 
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Quare Z debebit elfe Fundio ipfarum t & yy ( 1 + 1 1 ) , !n;c C a r. 
clt ipfarum t&cyy: unde eidem aquationes refultant , quas ■ * 

fupra invenimus. 

3 57. Quo autem fradiones , quibus tangentes laborant, 
evitemus, idem negotium per finus & cofinus expedire pote- 
rimus. Cum enim fit & fin. z$=Jin. z (tt + s ) & cof.zs = 
cof z (tt -f- s ) , quifiturn obtinebitur ii Z capiatur Fundi o qu«- 
cunque rationalis trium harum formularum ^ ,fin.zs & coj'. z s, 
feu ipfarum xx + yy , zxy , & xx — yy. Ubi notandum eft , fi 
expreflionum fin. zs & coj.zs altera omittatur , Curvam infuper 
Diametrum elTe habituram. Solutio ergo huc redibit ut Z ca- 
piatur Fundio ipfarum xx , yy &. xy , rationalis; unde hujuf- 
modi orietur aquatio 

O = « + Cxx + yXy +lyy +• «X 4 + y + »x* y' +• txy' +1 y‘ + & C. 

Atque , fi termini, in quibus non ineftx, evanefcant , tota 
«quatio dividi poterit per x & prodibit 

o = C x -{• yy -{• t x' ?x xy » xy' ■+- iy' -f- xy' -f- &c. 

qui funt ambi illi aquationes quas fupra invenimus. 

358. Quiratur nunc Curva , qui tres tantum habeat par- .j. . 

tes fimiles & «quales AM , BN , & D L. H«c ergo ita xvill. 
erir comparata , ut edudis ex pundo medio C tribus redis F<S- 74. 
C M , C N , Sc C L in angulis «qualibus , e« fempcr inter fe 
futuri fint «quales. Pofitis ergo angulo ACM =s, & 

reda C M = { ,• reda f per s ita definietur , ut his tribus 

angulis s , s , & 7r + s idem valor ipfius f con- 

veniat ; eft enim MCN=. NCL = — t. Horum autem 

trium angulonim communes funt hi expreiliones fin. 3* & cof.zs. 

Quare , fi Z fuerit Fundio rationalis harum trium quantitatum 
xx + yy i 3 xxy — y' ; & x ’ — jxyy , «quatio Z = o , dabit 
Curvas quifitas omnes. Flujufmodi ergo orietur «quatio ge- 
neralis 
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0 = * -f- c (xx~\~yy) -\ -rilxxy y') -f- f {x' 3 xyy) + « (xx + 

r(xx-)ryy) {$xxy y' ) + « {xx+yy) ( x ' +&C. 

Lines igitur tertii ordinis hac proprietate pradita continentur 
in hac aequatione 

o == «, -J- &xx + £yy ■+- Sx' -j- yyxxy — 3^ xyy — yy'- 

359. Si Curva quatuor habere debeat partes squales AM t 
EN , BK & FL , ita ut ex pundo medio C edudis qua- 
tuor redis quibus vis C AI , C N , C K & C L , fub angulis 
aqualibus , ea futura fint aquales ; ponatur angulus A C M 
= s & reda CAf = { ,• atque , ob angulos MCN= 
NCK = KCL = 90° = -i- 7r , reda ^ per angulum s 

ita debet exprimi , ut his angulis s , 7r + s , -ar + r ; - 3 - tt 4~ $ 
idem refpondeat valor. Hanc vero proprietatem habent ex— 
prelfiones fin.qs & cof.^s : quare aquatio Z = o , dabit Cur- 
vam quatuor ejufmodi partibus aqualibus praditam , fi fuerit 
Z Fundio quacunque rationalis harum trium quantitatum xx -J- 
yy ; qVy — 4 xy' & x * — 6 xxyy -\-y*. Hinc aquatio gene- 
ralis pro iftiufmodi Curvis erit 

o = a. + Qxx- -f- £yy + yx' H-£*'y + txxyy — Sxy' + yy' + &c. 

360. Simili modo apparet , fi quari debeat Curva Diame- 
tris dedituta , qua tamen quinque habeat partes aquales & 
fimiles , in aquatione Z = o , eiTe debere Z Fundionem 
rationalem harum trium quantitatum 

xx +yy ; 5 x'y — iox'y' -f y' & x 1 — iox'y* + 5 xy' ; 

atque , fi numerus partium aqualium efie debeat = n , tun* 
Z efie debet Fundio rationalis harum trium xx + yy , 

nx 
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I. 2 J I. 2. 3. 4 J 

Quod fi alterutra pofteriorum expreflionum non ingrediatur 
in axjuationcm , Curva habebit tot Diametros , quot nume- 
rus n continet unitates. 

361. In duplici hac enumeratione Curvarum aliquot partes 
.aequales habentium , quae vel Diametris fixit prsditx vel iis 
careant , continentur omnino omnes Curvs algebraies , qua: TAn> 
quidem duas plurefve habeant partes fimiles & aequales. Quod XVIII. 
ut oftendatur, habeat Curva continua duas partes OA a , UBb &£• 7U 
inter fe fimiles & aquales. Jungatur A B , fuperque ea tan- 
quam bafi conftituatur triangulum ifofcele A C B , cujus an- 
gulus C squalis fit angulo O. Jam , quia anguli OA C & 

O B C funt squales , erunt quoque Curvae partes C A a & 

C B b fimiles & squales : atque , ob legem continuitatis , fi 
capiantur anguli B C D , D C E , &c. , squales fingtili angulo 
AC B t & C D = C E = C A = C B , habebit Curva prs- 
lerea ad has fingulas reflas partes Dd, Ee, &c. , fimiles & 
squales partibus A a, B b. Nifi ergo ratio anguli A C B ad 
36 o° fuerit irrationalis , partium squalium numerus erit finitus , 
contra autem infinitus , neque adeo in Lineas algebraicas ca- 
dens. Semper ergo Curva ifta continetur in iis , quas ante 
inveftigavimus , Diametris carentes. 

361. Sin autem dus partes fimiles & squales in plagas 
oppofitas reftarum A O & B O cadant, ita ut fit pars A Oa y$. 

fimilis & squalis parti O B b ; tum utrinque ducantur refts 

AR, & BS, ut fit OAR = O BS ,= -E- A O B; eruntque 

reds AR 8cB S inter fe parallelx. Jungatur A B , & per 
punflum medium C agatur ipfis A R & BS parallela C V , 
erunt partes a A , b B refpeflu refls C V fimiles & squales, 

Nifi igitur fit b a = o , quia Arcui b B, a b ad a progrediendo, 
refpondet ex altera parte Arcus fimilis & squalis a A ; ita 
Eulcri Introduci, in Anal. infn. Tom, > 11 , B b 
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quoque huic ab a ad e per fpatium ae=-ba progrediendo-,, 
refpondebit ex altera parte Arcus fimilis & aqualis e L , huic- 
que porro Arcus d D , ira ut hau: Curva habitura fit infinitas 
partes fimiles & aquales utrinque circa redam C V difyofitas.. 
Hujufmodi ergo Curva algebraica elfe nequit.. 

363. Hoc ita fe habet , fi reda A B fuerit obliqua ad pa- 
randas A R & B S , vel (quod eodem redit ,) fi in triangulo 
A O B latera AOSiBO fuerint inxqualia.. Sin autem fue- 
rit AO = BO t tum limul reda AB erit perpendicularis ad 
parallelas A R Si BS , & ad C V , qute finnil per O tranfibit. 
Hoc ergo cafu punda b Si a congruent. Et , quia portiones 
a A Si bB non folum erunt aequales & fimiles, fed etiam 
utrinque circa redam CV aequaliter difpofitx, hxc reda C V 
erit Curva; Diameter ; qui cafus ad priores Curvas expolitas 
Diametro gaudentes pertinent. Quocirca ad cafus in hoc 
Capite expolitos referuntur omnes omnino Curva; algebraica;.,., 
qux duas plurelve partes- habent fimiles & squales. 


•CAPUT XVI. 

De inventione Curvarum ex datis Applicatarum proprieta- 
tibus,. 

364. Sint P & Q Fundioncs qtitecunquc rationales Abf- 
cillae x , atque natura Curv.e exprimatur hac xquatione 
yy — P J + Q = o, Hinc ergo unicuique Abfeillje a vel' 
nulla vel duplex refpondebit Applicata ; erit autem harum 
duarum Applicatarum fumma = P Si produdum = Q. Si 
igitur P fuerit quantitas conflans, fumma. binarum Applica- 
tarum lingulis Ablcillis refpondentium erit cor, lians , atque 
Curva habebit Diametrum ; hoc idem autem ever.it fi fuerir 
P = a + n x i tum enim Linea reda hac squatione 7 =. 

— - a + — nx contenta erit Diameter , in latiore liguifica- 
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tione hoc nomine accepto , ita ut obliquitas pon excludatur. C * *• 

Sin autem fuerit Q quantitas conflans', tum rtdangulum bi- L 

narum Applicatarum erit ubique conflans ; Axis ergo a Cuiva 
nufquam fecari poterit. A't fi lit Q = «. -j- Cx -j- yxx , ha’C- 
que expreflio duos habeat Fadores reales , Axis a Curva in 
duobus pundis trajicietur , atque Q erit multiplum redanguli 
ex partibus Axis , id coque redangulum Applicatarum fe habe- 
bit ad redangulum partium Axis in conflanti ratione. 

365. Hs igitur proprietates , -quas fupra Scelionibus conicis 
convenire obfervavimus , in innumerabiles alias Lineas curvas 
competunt. Sic , conflans magnitudo rcdanguloruni ex binis 
Applicatis eidem Ablciffae refpondentibus formatorum , qua 
Hy perbolam ad Afymtotam relatam gaudere vidimus , com- 
munis ipfi efl cum omnibus Curvis hac aquatione yy — Py-jr 
aa = o , contentis. Deinde , liimta reda EF Curvam in Tab.V. 
duodus pundis E & F 1’ecante pro Axe , cum in Scelionibus Fig. 
conicis reiftangulum PM.PN ad redangulum PE.PF conf- 
tantem habeat rationem , ho»c proprietas Scdionibus conicis 
communis erit cum omnibus Curvis in hac aquatione yy — . 

Py ax — nxx = o, contentis. Erit autem PM.PN =3 
PE. PF feu pm.pn — Ep.pF, li fuerit yy — Py = ax — xx. 

Ha:c igitur proprietas, qua Circulum praelitum ede -ex Ele- 
mentis conflat , nou folum ipfi communis efl cum infinitis Cur- 
vis ahiorum ordinum , fed etiam in reliquas Sceliones conicas 
cadit. Sit enim P = b + nx , atque aquatio yy — nxy 
xx=ax + by , quas efl pro Circulo fi n = o , & angulus 
EPM redus , compledetur quoque Ellipfm fi nn minor 
quam 4, & Hyperbolum fi nn major quam 4 , atque Para- 
bolam li /jn = 4- 

36(4. Hinc concludimus In omni Sedionc conica AEBF T » b. 
cujus Axes, feu Diametri principales, lint AB , EF , li bina; 
ducantur reda; quacunque pq & mn , qua; ad Axes princi- " u ' 

pales lub angulo femiredo inclinentur, eas in h fe mutuo ita 
effe fed uras , ut fit mh . nh=ph . qh. Quod quidem mani- 
feflum efl ex proprietatibus palmariis : fi enim per Centrum 

£b z 
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Lib.TI. C ducantur redis P Q & AIN fub angulis femiredlis ad Axes 
' principales , erunt inter fe squales , ideoque MC . NC = 

~ P C . QC ; quare , cum omnes redis his parallels eadem lege 
fe fecent , erit quoque mh . nh=ph.qh. Quin etiam hinc 
intelligitur , fi modo redis MN & P Q ita ducantur, ut ad 
eundem Axem principalem squaliter inclinentur , feu ut fit 
P C A = A'C A , ob C P = C N , omnes redlas his parallelas 
fe mutuo ita fecare , ut redlangula partium fint squalia , fcilicet 
ut lit mh . hn=ph . hq. 

' Tab. 367. His prsmiffis , contemplemur alias qusfliones circa 
^ 1 binas Applicatas cuique Abfcifls refpondentcs ex squatione 
‘ S 7 yy — p y + Q = O. Sit AP Abfcifia = x , cui refpondeant 
dus Applicatae PM, PN: ac primo qusrantur omnes Curvs 
hujus indolis ut fit PM' - f- P N‘ quantitas conflans =aa. 
Cum fitP M + PN=P & PM. P N= Q , erit P AI' + 
PN=PP — i Q , & qusfno fatisfiet fi fuerit PP — 

" zQ = aafe\i Q = P 73 J a ; unde, pro Cunis defideratis 

obtinebitur ifta squatio yy — Py -f- P P ^ - a - J = o. Quod 
N fi ponatur P = znx , prodibit Sedlio conica proprietate pro- 

pofita gaudens, yy- — rnxy-\-znnxx l - aa=zo , qus 

squatio eft pro Ellipfi , Abfciffis a Centro computatis. 

Tab. 368. Hinc fequitur non inelegans Ellipfium proprietas ifta. 
XIX. Si circa Ellipfeos duas quafvis Diametros conjugatas AB & 
I‘S- 79 ■ £ F defcribatur parallelogrammum GHIK cujus latera Ellip- 
fin tangent in pundlis A , B , E , F , hujus parallelogrammi 
diagonales GK tk HI omnes chordas MN alterutri Diametro 
EF parallelas ita fecabunt in P &cp , ut fit quadratorum fum- 
ma P M' -f- P N‘ vel pM‘ -J- pN‘ perpetuo conflans nempe 
seqtinlis zCE‘. Similique modo dudla chorda RS Diametro 
alteri AB parallela erit PR‘-\- PS , ='ar R ‘-j-w-S* = zCA'. 
Politis ei.im CA=zCB = a , CE=CF?z=b, CQ = t, 
QM=u , erit aauu + bbtt = aabb. Jam eft a ;A = C’ Q ( e) : 
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P Q , & C P ad C Q ratione data , puta m : 1. Quare , po- 
fita CP = . x , PM=y , erit x = mt & y = u + ~ , feu 

t= — , & u = v , quibus valoribus fubftitutis orie- 

rn J mo. x 

tur ifta aquatio aayy — = aabb. Sit— ==«,• 

erit yy — znxy + znnxx=bb , qua eft aquatio ante inventa 
indicans e(Te P M' + P N' magnitudinem conflantem. 

369. Quarantur nunc Curva in quibus fit fumma cuborum 
P M P N' perpetuo quantitas conflans. Cum fit PM + 
PN=P, erit PM' + PN'=P , — 3 Pq : quare, fi po- 

natur PM'-\-PN=a’ , erit Q= — — p — : ideoque pro 
his Curvis erit aquatio- generalis yy — Py + -j P‘ — 

~ = o , ubi pro P FunfHonem quamcunque rationalem 

lpfius x fubftituere licet. Simpliciflima ergo Curva hanc habens 
proprietatem erit Linea tertii ordinis , qua , ponendo P = 
3 nx , & a = 3 nb, hac aquatione exprimetur' 

xyy — 3njf*y-l- 3 nnx' — 3 nnb' = o , 

qua pertinet ad Speciem fecundam fecundum enumerationem’ 
fupra fadlam. 

370. Simili modo , fi effici debeat ut fit PM A -j- P N* 
conflans, quia eft P M' -J- PN A = P' — 4 RQ~\~‘ 1 QQ» 
quantitas Q per P ita determinari debet ut fit P * — 4. P‘Q-\~ 

iQQ = a ' feu Q — PP + V ( y P * + y a ' ). Quia vero 

tam P quam Q debent efle Fundtiones rationales feu unifor- 
mes ipfius x , ne y plures quam duos valores pro quavis Abf- 

cifla x induere poflit , quantitas V ( — P* + * n 4 ) deberet 

effie rationalis ; quod cum fieri nequeat , Fifn&io Q femper 
exit biformis , ideoque Applicatam y reddet Functionem qua- 


; 


C\T; 

XVI. 
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i 9 8 DE JKVEUTIOKE CURVARUM EX DATIS 
Lib. II. drifonnem. Verum ex aquatione yy — Py + Q = ° > elicitur 

’ y=~ P±V ( — ’ PP±^(~tP' + O ) * unde 

•patet Applicatam y realem efTe non pofiTe nifi V ( \ P' + 


A a ) affirmative fumatur ; quare , non obftantc Fundlionis Q 

biformitare , Applicata y nunquam plures duobus valores habe- 
bit , quorum biquadratorum 1'umma erit conllans, ficut natura 
quaflioriis requirit. . 

371. Quod fi porro ejufmodi requiratur Curva, ut bino- 
rum ipfiusy valorum cuique AbfcifTa x rcfpondentium potefla- 
tes quinta 1'ummam conflantem conGituanr, lcu ut lit PAl’-f- 
P N' = a' , debebit efle P' — 5 P Q + 5 P Q' = a' . Cum 
igitur ex aequatione pro Curva yy — P y + Q==°> Gt Q — • 

— yy+Py »• ent P' — 5 P , y~^~ i °P'yy — ioP y + <}Py'=a , 

feu (P — y)’ + y' = a' . Eodem modo reperietur , fi de- 
beat efTe P Al s -j- P N‘ = a hac aquatio (P — y)‘ + 
y‘=a e . Atque generaliter fi qnaratur 'Curva in qua fit 
P Al n -f- P N n = a n , obtinebitur ifla aquatio ( P — y )" + 

y n = a n : ubi pro P Fundiio quacunque uniformis ipfius x 
pro lubitu accipi poteft. Ratio autem* hujus aquationis ia 
promptu efl : cum enim fumma ambarum Applicatarum fit i= 
P , li altera fit y, altera erit = P — y, unde ftatim fit 

p — y) + y = a . 

371. Quod fi autem loco Q eliminetur P , ponendo in . 
aquationibus , quibus relatio inter P & Q continetur , P = 

X2.E.Q f orietur pro P M n -j- P A n = a" hac aquatio y n + 


O n n r' 

—=za . Cum enim Applicatarum produdhim fit ==. Q, 
y 

fi una ponatur — y, erit* altera = : unde aquatio jn- 


. ' 
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venta flatiin fluit. Pro Curvis ergo , in quibus fit P M + 
P N a = a , duas tiacU fumus iquatior.es generales , alteram 

(P — y ) n -j- y n «= a n > alteram y n + Q— ==.a n : ex quarum 

/ ' 

poiteriori emergit y = a y — , &y =— — a + 
V ( — « — Q ) . >ta «t fir y =±= V ( x a + V ( - a — 

Q n ))> ell Fundio tantum biformis, atque pro quavis 
Abfcifla plures duabus Applicatas non exhibet , dummodo 
fiierit Funftio rationalis feu uniformis , ipfius x. Prior autem 
aequatio y n -j- ( P — y ) n =a n hac gaudet praerogativa ut nu- 
merus dimenfionum fit minor. 

373. Neque vero hi’ aequationes folum quaflionem folvunt 
fi n fit numerus integer affirmativus , fed etiam fi fit vel- 
negativus vel fradus. Sic « 


fi debeat- efle 

TJi +Tn~ T 

habebitur haec tequatio 
a P — Py — yy 

feu 

a <2 + a yy — Qy 

jtjF + jy. = — 

*'y' + *‘(P— y)'=y (P— y y 
feu 

*‘Q' + a y = Qy 

t 

1 , « * 

a'y'+a'(;f—yy=~y<(l>—yy 

feu 

a ’Q'+«y = ^>' 

PM' 1 ptf a' 


&C. 


N 




C KT. 1 
X VI. 
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II. Pro exponentibus autem fraclis ita res fe habebit : 


fi debeat efle 
^PM + ^PN—y/a 

habebitur hsc sequatio 

V J + V (f* — y ) = V 

fcu 

y— V«y — V Q 

qux ad rationalitatem reduftae 
praebent 

yy — p y + ^( a — p )‘ = 0 

feu 

yy — (a — zVQ)y + Q = o 

\PM + y' PN=y/a 

Vy + V( P — y)— 

vel 


yy _P y 4_ -L. ( fl _py =0 

• 

feu 

+ v' = V a 

I* 

Y vel 

yy — (a— 3>/ a Q)y + Q—° 


&c. 


Hoc igitur modo omnes Cuna: algebraicx , in quibus ubl- 

n in . 

que fit P M + P N = a , una squatione generali com- 
prehendi poflunt , five n fit numerus integer affirmativus , five 
negativus , five fraftus. 

374. Qude hic de conditione duarum Applicatarum uni- 
cuique Abfciffie x refpondentium funt expofita , eadem me- 
thodo transferri poffiunt ad ternas Applicatas fingulis Abfciflis 
refpondentes. yEquatio autem generalis pro Curvis , quas 
linguis Applicata in tribus punctis fecant eft hsc 

y' — p y' + Qy — R=°, 

denotantibus litteris P , Q, & R Fun&iones quafcunque uni- 
formes 
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formes ipfius x. Sint p , q , r tres Applicata Abfcida x C 
refpondentes , quarum una quidem femper efl realis , verum 
hic ad ea potifDmum Curva loca fpedamus , in quibus omnes 
tres Applicata lint reales. Erit autem ex natura aquationum 
P—p + q+r \ Qz==pq + pr+qr; & R=pqr. Quare , 
fi Curva defideretur, in qua iit vel p + q + r ve\pq + pr 4 ~ 

-qr j vel pqr quantitas conflans , nil aliud efl faciendum nifi 
ait vel P , vel Q , vel R quantitas conllituatur conflans, binis 
reliquis manentibus arbitrariis. 

375. Hinc quoque Curva inveniri poterunt, in quibus fit 

j> n + q + r n , quantitas conflans ubique ; efl enim , per ea 
tjua in fuperiori libro funt tradita , 


p + q + r— P 

p' + q' + r’= P ' — i Q 

p' +q' + r'= P'— 3 PQ + 3 R 

p' + q' +r '=P'— *P'Q+iQQ +4 PR 

J>' + q' + r' = P’ — 5 P' Q + S P QQ+ 5 PPR—iQR 

&c. 


Deinde, fi n fit numerus negativus, ponatur { = -y-;erit 

{' — — ~k z= ° ’ ^ hu j us * c I uat i on * s tres ra ~ 

dices funt — ,— ,— . Hinc firaili modo erit 
P ? r 





J_ 2.' 

r R 

, n. — Z PR 

r‘ RR 

1 Q' — 

r’ R' 

_i Q' — 4 PQ R+4Q RR+iP'R ‘' 

r' R" 

&C. 


Euleri Introduci, in Anal. injin . Tom» IL * C C 
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H. Hujufmodi ergo expreffio quantitati conflanti tequalis pofita 
praebebit relationem idoneam inter Functiones P , Q & R. 
Atque , fi hujus aequationis ope , ex aequatione y' — P y ' -f- 
Q y — R =o , una harum Functionum P , Q , vel Jieiimi- 
netur , habebitur aequatio pro Cun a quaefita. Sic , 11 quaera- 
tur Curva in qua fit />'+?'+ r' = a' , fiet P’ — 3 PQ -j- 
3 R = a' ; • 6 z , ob R = y' — P y' + Qy , habebitur haec 
aequatio 3 y' — 3 P y' + 3Qy -J- P — 3?^ = a' pro Curvis 
quaefito Satisfacientibus.. 

376. Sive igitur n fit numerus affirmativus five negativus 
integer , Solutio per datas formulas facile expedietur; at ma- 
jor difficultas occurrit fi n fuerit numerus fraCttis. Proponatur 
quaerenda Linea curva , in qua fit V p + V q + V r=yj a. Su- 
mantur utrinque quadrata : atque , ob p + q + r=P , habe- 

bitur P xyj pq -|- x^pr+x)/qr— a, feu — - — == 
Vp? + V/>r+y/^r. Sumantur denuo quadrata ; atque , ob 
P<]+pr + qr=Q, erit O + i ^ p' q r + 

x V pq' r + 2.Vp<7 r ’ = ^ + 1 (V^ 4 -V^ + Vr) V p q r = 
i V a R + Q : unde oritur ( a — P) ! = 4 Q -f- 8 ^ a R, feu 

r a p y 

Q == — — ly/aR. Quare, Curvae quaefitte conti- 
nebuntur in hac aequatione y' — Pyy + ( ( a — P)’- — 

i V <1 R ) y — R = 0 » Seu , ( Sublata irt ationalitate , ob R = 

^- L - 5 — , ) in hac aequatione y — Pyy~r 

q lg P+PP tO)' Q 

64 j * . 

377. Haec autem operatio nimis fit molefla , fi radices al- 
tiorum poteflatum proponantur ; alia ergo via erit ineunda , 
quae ex hoc exemplo perfpicietur. . Quaeratur nempe Curva 

in qua fi t 'J p v / y + v / r=i/n. Ponatur \'pq-\~ y/pr-\- y/ qr= 

v . , cum fit y p,qr=^R , fiet y / p' + y ; + 'y/ r — y' a a — . 
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1 J 

uv ; & p + q + r = a — 3V a + 3 \'R = P. Deinde , £ 

t I , v *? 

\p'q' + \'p'r' -f- V q'r = v‘ ■ — i^aR , & p q + pr -f- qr — 
Q=v' — 3 v ^ aR + 3 V RR- Inventis jam pro P &. Q 
idoneis valoribus , Tumendo pro v Functionem quamcunque 
ipfius x , pro Curvis quafitis obtinebitur hac aquatio 

y' — (« — 3vVtf +3i/-tl) j’+(v'— ^vyjaR -\-2 VR')y — R=o. 

378. His tamen difficultatibus non obftantibus folutio ge- 
neralis concinnari poterit. Cum enim ex aquatione y' — 
Py' Qy — R = o , y denoter has tres Applicatas p , q , 

& r , ponatur p = y , erit P = y + q + r , & Q = q y 
ry+qr, feu q + P — y » qr= Q — y (q + r) = 

Q — P y + yy. Hinc prodit q — r = V ( P' + i Py — 
3 yy — 4Q) •’ ideoque • 

q = y C p — y ) + y V ( i 5 ’ + lP y — 3 yy — 4 Q)» 

& 

r = y ( p y ) I V(P‘ + iPy- 3yy — 4Q). 

Quando ergo quaritur Curva in qua iit p n -f q + r n = a n , 
fatisfaciet hac aquatio 

y" + (Y( p— y )+ y + iP y— ^yy— 4Q))" + 
(y( p ~ y) — fV( p ‘ + * p y — 3yy — 42))" = *'’ 

qua aque quaftionem folvit , five n fuerit numerus integer 
five fradus. 

379. Innumerabiles alia quaftiones circa conditionem ha- 
rum trium Applicatarum eadem methodo refolvi poliunt : ve- 

lut , fi pro a n Functio quacunque ipfius x afiumatur ; tum vero 
etiam , prarer fummam quarumcunque potefiatum , alia Func- 
tiones ipfarum p,q, &cr proponi poflunt , dummodo ha quanti- 
tates ita aqualitqr infint , ut earum pcrqiutationc nulla variatio 

Cc 1 

'\ 


✓ 
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* IB oriatur. Sic , iflx tres Applica t® p , q , & r eidem Abfciff* 
x refpondentes ita definiri poterunt , ut triangulum , quod ex 
iis formatur , conflantem habeat aream. Hujus enim trianguli 

area erit = ^ V C + xpprr + iqqrr — p * — q' — r' ) 
qua: ponatur z=aa. Cum igitur fit p' + q 4 + r = P' — 
4 p Q + + iQQ > & pq + p' r +q'r — Q' — 1 PR, 

fiet i 6 a—^P‘Q — 8PH — P' , &.R=~ PQ — ~ P' — 

~ •, ideoque habebitur ifla aquatio y' — Pyy + Qy — 

~ P Q 4 " y P' + o. Si P capiatur conflans = ib r 

fiet infuper perimeter omnium horum triangulorum conflans. 
Quare , fi fumatur Q=mxx prodibit Linea 

tertii ordinis hac xquarione exprelTa 

y' -f- mxxy — liyy -+- nbxy — mbxx + kaay — nbbx + 

kaab + b' = a , 

cujus hxc erit proprietas , ut trium Applicatarum p, q , & r 
Ungulis Abfciffis refpondentium primum fumma fit conflans , 
s='i b , tum vero Area trianguli ex lateribus p , q , & r for- 
mati fit ubique eadem = aa, ■. 

380. Similes quadliones ejufdem methodi ope refolvi pof- 
funt circa quatuor plurefve Applicatas eidem Abfciflae refpon- 
dentes ; in quo negotio cum nulla amplius occurrat difficultas , 
ad alias progrediamur quaefliones , in quibus Applicats non 
eidem Abfcifi® , fed diverfis refpondentes inter fe comparen- 
Tab. tur - Propolita fcilicet relatio quatdam inter Applicatas P AI 
XIX. & QN , quarum altera Abfcifiic A P = x , altera A bf- 
Fig. 80. c ifp 2 A Q = — x relpondear. Sit y = X, aequatio pro hac 
Curva , exiflente X Funclione quacunque ipfius x , atque hac 
Funiflio X dabit Applicatam PM: quod fi vero loco + .r 
ubique ponatur — x , eadem Fun&io X dabit alteram Ap- 
plicatam QN. Si ergo X effet Fundlio par ipfius x , puta 
^=P j foret QA T = P M , fin autar. fit X Funclio impar 
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ipfws x , puta = Q, erit QN = — P M. Atque fi P & 
R denotent Funiftiones pares, at Q &. S Funftiones impares 

ipfius 
P M 


x , fueritque aequatio pro Curva y = ^ ^ ^ 

-L +2 & o iY== ^ iQ 

— R-\-S K ^ — li — S ’ 


erit 


C A fi 

x v r. 


381. Quaerenda fit Curva hujus indolis , ut fit P M - f- 
Q N quantitas confians , nempe = xAB = x a. Atque ma- 
nifeitum eft huic qusllioni fatisfacere aequationem y = a - )- 
Q , exiftente Q Functione impare ipfius x ; erit enim P Af — 
a + Q & Q A' = a — Q ideoque P M Q N = x a , uti 
requiritur. Quod fi ergo ponatur y — a = «,erit u = Q t 
qus erit aequatio pro eadem Curva, fumta reda Bp pro Axe 
& punfto B pro AbfcifTarum x initio, ita ut fit B p = x & 
pMz=u. /Equario autem // = Q indicat Curvam partibus 
squalibus utrinque circa Centrum B alternarim difpofitis prs- 
diram. Defcripta ergo hujufmodi Curva quacunque M B N 
fumtaque reifta quacunque P Q pro Axe , qusllioni ita fatis- 
fiet , ut demifio in hunc Axem ex Centro B perpendiculo- 
B A , fumtifque utrinque Abfciffis squalibus A P = A Q t 
femper futura iit fumma P AI + Q iV conitans= x A B. 

381. Pro Curvis autem , qus duas habent partes squales 
circa Centrum B alternarim difpofitas, duas invenimus iupra 
sqtiationes , qus inter Coordinatas x & u futi*. 

I. 

o = ctx + f-yx' + $x’ u + txuu + <V -\-nx' + 0 x 4 «+ &c. 

II. 

o = «. + £x‘ + yxu + Su‘ -j- f x 4 -f- ^Fu+^xV -f- 0x«' &C. 


Quare , fi in utraque harum squationum, ponatur «=y — a, 
habebuntur dus squationes generales inter Coordinatas * & y 
pro Curvis algebraicis qusllioni propofits fatisfacientibus. Sa- 
tisfacit ergo primo omnis Linea recta per punctum B dufta , 
deinde quoque omnis Se&io conica Centrum habens in punc- 
to B qusitionem folvet. Quia vero hoc poiteriori cafu utri- 
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TI. que AbfcifTs A P , & A Q gemina Applicata refpondet , ( nifi 
Curva exiflente Hyperbola , Applicatae alteri Afymtois jiaral— 
lclce Capiantur ; ) bina habebuntur Applicatarum paria eandem 
funimam copftituentia. 

383. Si quaeratur Curva AI B N , in qua non fumma bina- 
rum Applicatarum PAlSiQN, fed fumma quarumcunque 
potellatum earum fit conflans , folutio fimili modo abfolvetur,- 

Oporteat enim efle P AI" + QN" =i / : atque perfpi- 

cuum cfl huic conditioni fatisfieri hac xquatione y n =a n + Q, 
exiflente Q Functione quacunque impari ipfius x : erit enim' 
P AI" = a" + Q, & Q A n = a" — Q : ideoque P M " + 

Q N" = i a". Ponatur y" — a" = ;/ , atque squatio u= Q 
exprimet naturam Curva: duabus partibus squalibus alternis 
circa Centrum B difpolitis praiditam inter Coordinatas x & u. 
Quam ob rem fi in aequationibus §. prxcedcnti datis ubique 

loco u feribatur y n — a" , prodibunt sequationes generales pro 
Curvis quaefito fafisfacientibus. 

384. Cum igitur hujufmodi qusfliones nihil habeant diffi- 
cultatis, propoiita fit hsc qusftio, qua qusritur Curva MBN, 
ita ut in Axe a pundto rixo A , fi fumantur utrinque AbfcifTs 
A P , A Q squales , reclangulum Applicatarum P AI. QN 
futurum -fit magnitudinis conflantis , puta = a a. Hujus qusf- 
tionis plurcs dari poliunt folutiones .particulares , quarum prx- 
cipuas , antequam in generalem inquiramus , hic evolvamus. 
Sit P Fuh&io par , & Q Fundi io impar ipfius Abfciflse AP=x, 
ac ponatur Applicata P AI = y = P + Q . ; ex qua, fumta 

negativa , fiet Q N = P — Q. Oportet ergo effie P AI X 
Q N= P P — Q Q = aa , feu P = ^ {na + Q Q ) '• qus cx- 
preflio V ( aa + Q Q) , quia Q Q cfl Fundlio par ipfius x , ac 
prepterea quoque ipfa Fundlionem parem exhibet , conve- 
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cientem valorem pro P praebet. Hinc pro Curva cfutefita habe- 
bitur illa xquutio y= Q -j- V C oa + QQ ) , fun.endo pro Q 
Fun&ionenv quamcunque impurem ipfius x. 


Cay. 

XVI. 


385. Cum autem lignum radicale per fc ambiguitatem in- 
volvat , unicuique Abfcillx x gemina refpondebit Applicata , 
altera affirmativa altera negativa ; fic , Abfcifix AP refpon- 
debunt Applcgrx Q -|- V(<m + QQ) & Q — y(rm+QQ); at 
Abfcifise AQ convenient Applitatx — Q + -j- QQ) 

& — Q — 'V( no. + Q ) : unde Curva partes habebit squa- 
les circa pun&um A , tanqunm Centrum , alternatim politas. 
Neque vero hanc ambiguitatem a ligno ortam tollere licet , 


fumendo pro Q ejufmodi Fundionem imparem , 1 
qua fiat aa -f- QQ quadratum ; fieret enim V (aa 


T QQJ = 


^■+ x ideoque Fun&io impar , qux in locum ipfius P fubf- 

titui non pollet. Quocirca pro Q ejufmodi Funflio impar 
ipfius .v fymi debet, ut aa-)- QQ non fiat quadratum. 


386. Simili modo , fi ponatur y=(P 4- Q) n , fiet qN=s 
( P — Q)" : ideoque efie debebit ( P' — Q’)"=aa . Hinc 

1 i 

fiet P' = a n + Q 1 , & P = \J (a n + Q n ) , quae quan-- 
titas , dummodo fuerit irrationalis , pro P afTumi poterit. 
Quare pro Curva qusllioui fatisfaciente obtinebitur hxc xqua- 

2l ’ 

tio y = ( Q -f- \/ ( ^ n + Q* ) )”• Conftruclio autem harum 
Curvarum erit facilis : deferibatur Curva quxeunque duas 
partes fimiles & aequales habens alternatim circa Centrum A 
pofitas , hujufque Curvx Applicata Ablcilibe /i P =x refpon— 
dens ponatur =={ ; erit £ Fundlio impar ijjfias x ; ideoque 
in locum ipfius Q fubflitui poterit. At , ex xquatione in- 
1 1 

venta: oritur y " — Q = ^ (a n + Q’ ) : ideoque Q = 


Digitized by Google 




10S DE INVENTIONE CURVARUM EX DJTIS. 


LiB. II. 




Ponatur — = m ; atque , fi in xquationc 


im yirn 

inter j & x data ubique ponatur ^ , obtine- 

2 /" 

bitur squatio inter x & y pro Curva qujelira. Cum igitur 
inter { Ik x binas invenerimus arquationes ; fciiicet , vel 

c = * -|- *xx - 7 - Wt •+■ i ^ 4- + far'? + «Y ~h fai' + &c. 

vel 

o = sr-f- Ci -\-yz' Y' ■+■ 1 x ' + Jjt 4 J + &c. 

j a Vn 

fi in his aequationibus ponatur \==y — ( diviforem 

X negligimus quia pro Q quodcunque multiplum ipfms ^ fumi 
potdl ) , du$ orientur aquationes generales pro Curvis qua:- 
lito fatisfacientibus. 

387. Sit, prteter P , quoque R Fundio par, & prster Q 
quoque S Fundio impar ipfius x , ac ftatuatur pro Curvis 

p “i” O 

quaefitis h®c aquatio y= ^ = -PAf : erit ergo QN=c 

^ , fietque Q Q =a a , cui conditioni facillimp 

fatisfit ponenda y = ^ a , vel etiam ftatuendo y = 

p 1 q n , 

{ p - ■ ) a. Hoc modo prius incommodum , quod cuique 

Ablcifii dux plurefve Applicatat refpondebant , evitatur , atque 
ejuirnodi Curv® inveniuntur , ut fingulis Abfciflis unica tantum 
Applicata refpondeat. Hinc Curva fimpliciflima fatisfaciens 

erit Linea fecundi ordinis hac aquatione y 


f> + 


a con- 


jenta ; atque ideo Hyperbola. Hyperbola vero etiam fatisfacit 

aequationi 
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aequationi prius inventa y= Q-f-y' («fl + QQ), ponendo 
Q=:nx : erit enim yy — 2 nxy'=oa. Unde huic problemati 
duplici modo per Hyperbolum fatisfieri potefl. 


388. His pramilTis , perfpicuum efl aquationem pro Curva 
quali ta ita comparatam effe debere, ut ca , fi loco x ponatur 
— x , & — loco y , nullam alterationcm patiatur. Kujuf- 

modi formula: funt (y n -f- ~) P , & ( y n — ~ ) Q » fi 


quidem P FunCtionem parem & Q imparem ipfius x denotet. 
Quod fi ergo xquatio formetur., qua ex quotcunque hujttfi- 
modi formulis fuerit compofita , ea erit pro Curva quaeftioni 
fatisfacicnte. Quod fi ergo M, P , R, T, &c. , denotent 
Fun&iones quafcunque pares* ipfius x , atque N, Q, S, U, 
&c. Functiones impares , fequens aquatio generalis habebitur 


M + + f) P + e/ a + ^>* + (£ +y) r &c. 

+ (i-f ) q + * + < £ - £ ) r& c . 


qus fi multiplicetur per FunCtioncm imparem ipfius x , Func- 
tiones pares in impares & viciflim permutabuntur : unde etiam 
luijufmodi squati o fatisfaciet 


N+ (£ + f ) Q + ( yy + P 5 + < £ + 7) 




- ) P + C^— - )R + ( K— a - ) r &c. 

y ' 1 x j J ^ ' 'a' j'* ' 


qus squationes a fractionibus liberata dabunt has aquationes 
rationales ordinis indefiniti n 


Euleri Introduci, in Anal. injin. Tom. II. D d 


C A 1«. 

XVI. 
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I. 

© = ayM+a J y’ ! (P+Q)+a y * *y* S (T+V)Su: 

+." ti y C-P - C)H~ a " + V 1 [ R - s )-\- d V 3 (r— 

1 1. 

0 = a*/* A T -j- a 'y * (P -f- Q) +a n y + (P -J-vS 1 ) 4 a" *y*'~ (T-f- V) &e. 

— aV>- 0 -a"V : (P-^)-a nt V' 3 (r- P) &c. 


„ i/i „ 1/2 

389. In formulis vero (y H — -) P , 8 c (y -) Q 

y a . .y™ 

loco n quoque numeros fra&os fcribere licet. Quare , fi pro 
n fcribantur numeri -j - , , -j- » \ > &c. ex aquationibus 

generalibus hinc oriundis irrationali tas fpoute evanefcet , habe- 
bitur enim 


o 


o 


y±* p + / + < fiq. y +. a i 

V j y 1 ay V ay ay’y/ ay 

+ 1=2 Q S + /~ J - ’ 

1 V aj/ ^ ay\ay a y‘ \ ay 

vel hac aquatio 

= + £±fo +y-L±^S + 

V a y ^ ay ^ ay a'y‘ \ ay 

+.ir= P +y±=^L R + 

yj ay ayyjay ay V ay 


T + &c. 
F + &c. 


F - + &c. 
r 4- &c.. 


qu* a fractionibus liberata abeunt in has 
° = -| -*y* ( P — Q) + * 'y' + + a 'y +5 ( T -f- V) &c. 

+ « + y (P + ^) + *‘'y (R — <S)4~« 1+ V *{T—y)k c. 

& 

o = 4 a*y + (. P + Q ) 4- a J T1 1 R + S ) + a* * y ‘ ’ ( T -f- y) &c. 
— / V ( P—Q)— U n */* ( P— .S )_/ f V * 5 (T— O Sc. 
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390. Ex his quatuor ®quationibus jam ex fingulis Linearum C k r. 
Ordinibus es , qu® problema refolvant , facile invenientur. Ac ^ ^ 
primo quidem , ex primo ordine fatisfacit Linea refla Axi A P 
parallela ac per punflum B tranfiens. Ex ordine fecundo bin® 
squationcs priores, faciendo n — 1, dant «.axy + yy — 
a a = o , qti* ex fecunda nafcitur , ponendo N = «. x , & 

P = 1 , & Q = o. Prima enim nullam dat Lineam curvam ; 
bin® pofleriores scjuationes dant, faciendo n = o,y(ct + 

P> x ) + a ( a. — /3 x ) = o. Ex ordine tertio bin® aequatio- 
nes priores dant , faciendo n = 1 

o — ay {a. + &xx) +yy(y + S , jr) 

+ aa (y — S x) 

& 

o = a. a y x y y (y § x) 

— a a (y — $x ) 

bin® autem xquationes pofteriores dant , ponendo n = o , 

& n = 1 

o = y (a + Cx -f- y x x ) 

d ~a (et — Cx + yxt) 

& 

o = ay' ( a £ x ) -f- y' 

±tf’y (ct — £ x ) + a' 

fimilique modo cx fequentibus ordinibus omnes Line® qu®- 
ftto fatisfacientcs reperientur. 
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tlB. II. 


’ C A P U T XVII.' 

De inventione ‘Curvarum ex aliis proprietatibus. 

391. Questiones , quas in praecedente Capite refolvimus * 
ita erant comparatae , ut ad aequationem inter Coordinaras . 
five redangulas five obliquangulas , facile revocari pofiunr. 
Nunc igitur ejufmodi proprietates contemplemur , quae non 
immediate Applicatas inter fe parallelas refpiciant ; veluti , 
fi redarum ex dato quodam pundo ad Curvam eductarum in- 
j AB doles quatpiam proponatur. Sit C pandum, unde reda: ad 
X X. Curvam educantur CM , CN, atque proprietas quapiam has 
Fig.it. redas refpiciens fuerit propofita: conveniet a modo hadenus 
ufitato naturam Curvarum per Coordinatas exprimendi , ita 
recedere , ut ifta: redre in aquationem introducantur. 

391. Cum igitur pluribus aliis modis natura: Linearum 
aequationibus comprehendi queant , qua inter duas variabiles 
formentur, in prcefenri negotio quantitas redae C M ex dato 
pundo C ad Curvam eductae alterius variabilis locum fuftineat. 
Tum vero alia opus erit variabili , qua frus rectae C M de- 
finiatur ; hunc in finem aiTumacur reda quapiam C A perpunc- 
tum C duda pro Axe, atque angulus ACM, feu quanti- 
tas ab hoc angulo pendens , commodi 'lime vicem alterius va- 
riabilis tenebit. Sit ergo reda CM= t' , & angulus A CM 
y t= rp , cujus finus , tangenfve in arquationem ingrediatur ; at- 
que manifeftum eft , fi detur tcquatio qurccunque inter 3 & 
Jin. (p , feu tang. , per eam Curva; A M N naturam deter- 
minari , pro quovis enim angulo A C M, definitur longitudo 
recta: C M , ficque pundum Cun a: AI determinatur. 

393. Diligentius autem perpendamus^ hunc Lineas curvas 
exprimendi modum. Ac primo quidem xquetur diltanria ^ 
Fundioni cuicunque finus anguli ® ; qutcFundio fi fuerit uni-. 
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EX ALIIS PROPRIETATIBUS. n 3 


formis : videatur refla C M Curva ia unico punflo AI cc- ' ■ ' p., 
currere, quia angulo A C AI = p unicus valor refla C M ^ ^ i I» 
relponder. Verum , fi angulus i p duobus reflis augeatur, ea- 
dem manebit refla C M per punflum C dufla pefitio , hoc 
tantum diferimine quod in plagam oppofitam dirigatur ; licque 


alia ejufdem reda C AI interfectio cum Curva prodibit, 
etiamfi ^ aquetur Funflioiii uniformi finus anguli p. Scilicet , 
fit P Funflio illa finus anguli p , ita ut fit p = P , unde oria- 
tur punflum Curva M ; augeatur nunc angulus p duobus reflis, 
feu ejus finus flatuatur negativus , quo faflo abeat P in Q , 
ut fit f = Q ; hinc ergo prodibit nova interfeflio ejufdem 
refla C AI produfta cum Curva m. Tumendo Crn= Q. 


T A B. 

XX. 

Fig. 


394- Quamvis ergo P fit Funflio uniformis finus anguli p, 
tamen refla C M , fub dato angulo A C JVf= p , per punflum 
C dufla , Curva in duobus punftis AI & m occurret , nifi fit 
Q = — P. Quod fi ergo unaquaque refla C Af Curva 
in unico tantum punflo occurrere debeat , quantitatem illam 
P Funftionem cfie opportet imparem finus arguli p. Hoc idcin 
autem ufu venit , fi P fuerit Funflio impar cofinus anguli p. 
Quam ob rem omnes Curva , quas fingula refla ex C educ- 
ta in unico punflo intcrfccant , continebuntur in hac aqua- 
tione j =P ; fi quidem P fuerit Funflio impar cum finus tum 
cofinus anguli A C M = p. 


395 . Cum igitur Curva, qua a reflis ex punflo C duflis Tas., 
in unico punflo fecantur , contineantur in aquatione p = P , 
fi P fuerit Funflio impar finus Sc cofinus anguli p u ejuf- y ” r ’' 
modi Funflio , qua valorem negativum induat , fi tam finus 
quam cofinus anguli pftatuatur negativus , hinc facile pro hu- 
jufmodi Curvis aquatio inter Coorclinatas orthqgonalcs re- 
periri poterit. DemifTb enim ex punflo M in Axem C A 
perpendiculo M P , fi dicatur C P = x , P Af=y , erit 


y - = fin. p & — = cof. p : unde , fi P fuerit Funflio impar 
t ‘ * 

ipfarum — & , omnes ifta Curva continebuntur in huc 
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ir 4 DE INVENTIONE CURVARUM 
tiB. II. aequatione ^ = P. A fimpliciflimis ergo incipiendo , erit 
r " , — H + lz + n + it . 

? "*■ X + y • 


atque ad altiores poteflates afcendendo , erit 
ft _ 1 _ 1*1 L O 

y 


<=t+¥+ 


3J. 


+ V + 


fzl + 


yt 


+ 


«vy 


+ 


*y\ 

X X 


l 

+ & c. 


+ 


+ + 


396. Si haec aequatio per ^ dividatur , ubique pares tantum 
ipfius 3 occurrent poteflates : ideoque , cum Iit f = V (xx -\- 
yy ) , eliminando p nulla irrationalitas in aequatione remanebit, 
prodibitque aequatio rationalis inter x & y. ./Equario ergo gene- 
ralis ita erit comparata , ut unitas , feu quantitas conflans , 
xquetur Fun&ioni — 1 dimenfionum ipfarum x & y. Cu- 

jufmodi Fundlio fi fuerit P , erit C = P ; ideoque ~ = 

•— ; at -p- erat Fundlio unius dimenfionis ipfarum x &y; 

unde , fi FundHo quacunque unius dimenfionis ipfarum xScy 
«quetur conflanti , aequatio erit pro Curva , quam re&ae per 
pundlum C eductae in unico pundlo interfecant. 

397. Sit P Fundtio n dimenfionum ipfarum x Sc y ; & Q 

Fundlio n + 1 dimenfionum ; erit -*•- Fundlio unius dimen- 
fionis : ideoque omnes Curva: , quas hic contemplamur , con- 
tinebuntur in aequatione =c, feu Q = cP. Denotante 

ergo n numerum quemcunque , aequatio generalis pro his 
Curris erit 

+ £x"y-\ryx n J y' + $x n 2 y’ -f tx n 5 y 4 -f & c . 
■= c ( x 4 x n + Bx n 1 y + Cx n 2 y’ + Dx"~ 3 y’ + & C . ) 
Fx qua Linea: fingulorum ordinum , quae a redlis ex pundlo C 
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edudis in unico tantum pundo fecantur in fequcntibus squt- 
tionibus continebuntur. 

I. 

ax + £ y = c 

I 1. 

ax' + C x y 4- y y y = c {A x -f- B y) 

I l I. 

tcx' -j- Cx’y-f-y xy‘ + $y' = c( Ax' -f- Bxy-\-Cyy ) 

I V • 

ax 4 + £ x 'y -f-y x'y' + $ xy' + < y" = 
c {A x' -J - B x‘y + C xy'-\- D y' ) 

Scc. 

398. Primum ergo Linea reda fatisfacit, quam utique conf- 
tat ab aliis Lineis redis per datum pandum dudis nen nili 
in uno pundo fecari polle. Secunda aequatio eft pro Sedio- 
uibus conicis generalis , dummodo Sedio conica per ipfum 
pundum C tranfeat , quae interfedio , cum omnibus redis cx 
C edudis communis fit , non computatur ; quoniam ergo Sec- 
tiones conicae a reda quacunque nonnifi in duobus pundis 
fecari poliunt , omnis reda per pundum C in ipfa Curva ut- 
cumque fumtum tranfiens unicam tantum prsbebit interfedio- 
nem. Lines autem curvs fequentium ordinum omnes per ip- 
fum pundum C tranfeunt, qus interfedio omnibus redis per 
C dudis communis pariter non computatur. Atque idcirco 
ex airioribus ordinibus in aquationibus exhibitis ex tantum 
continentur , quns redx per C dudx in unico pundo inter- 
fecant. Sic igitur omnes enumeravimus Curvas algebraicas , 
qux a redis per datum pundum C dudis nonnifi in unico 
pundo trajiciuntur. 

399. Progrediamur jam ad eas Curvas invefiigandas quas 
lingulae redx per pundum C dudx vel in duobus pundis in- 
terfecant , vel nufquam; fi quidem radices aquationis duplicem 
interfedionem indicantis fiant imaginaris. Cum igitur pro 
quovis angulo AC M = <p , reda C M= q duplicem for— 
tiatur valorem , ea per aquationem quadraticam definietur. Sit 


CiF. 

XVII. 
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Lib. II. itaque ^ ^ -f Q = ° : ubi E & Q fint Funfliones an-! 

' guli <p feu ejus linus cofmufve. Quoniam vero refla C AI 
Curvam nonnifi in duobus punflis iVl&A r fecare debet, non 
folum P & Q Funfliones unilormes anguli <p elTe oportet , fed 
etiam auflo angulo <p duobus reflis nuila; nova; interfefliones 
oriri debent : id quod evenit fi P fuerit Funflio impar linus 
Cc cofinus anguli p , ita ut valorcm induat negativum , fi finus 
& cofinus negative accipiantur : Q autem elfe debet Funflio 
per ejufdem linus & cofinus. 

400. Pofitis autem Coordinatis orthogonalibus CP =x , & 
P iVf=y ; erit = fin. <p , & - x - = cof. <p ; ideoque P dc- 

bebit efie Funflio impar ipfarum — & ,• & Q Funflio par 

ipfarum — & Ex bis colligitur fore — Funflio ratio- 
. . \ K . * 

nalis ipfarum x & y , atque adeo Funflio homogenea — 1 

dimenfionum. Simili modo erit Funflio rationalis ipfarum 
x & y homogenea — i dimenfionum. Quod fi ergo fuerit 
L Funflio homogenea ( n -[-2.) dimenfionum , M Funflio ho- 
mogenea (n -f- 1) dimenfionum , atque iVFunflio homogenea 
n dimenfionum quxeunque ipfarum x & y , fraflio - j- exhibe- 

s . . P N • 

bit Funflioncm convenientem pro — , & —r- Funfltionem 
O A L 

convenientem pro Quare, tum fit ^ j -x- P { + Q = o, 

erit 1 — — + — — o : unde squatio generalis pro Cur- 

\ w 

vis , qua; a reflis per punftum C duflis in duobus punflis 
fecantur , erit 1 — -■!- + — o , feu L — AI -f- N = o ; 


ubi eft P=‘j s & Q 


L 1 L 

H — blllJllll. er itque adeo 

P Funflio irrationalis ipfarum x & y > ob j = V (xx+yy) # 
& Q eft Funflio rationalis nullius dimenfioms, 

401. Hinc 
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401. Hinc jam facile erit ex quovis Linearum ordine eas Caf; 
exhibere , qua; a redis per datum pundum C dudis in duo- ^ v 
bus pundis vel nufquam interfecentur. Pro fecundo fcilicet 
ordine fiat n=o, ac prodibit aquatio generalifiima Sedio- 
num conicarum. ' 

«.xx + Cxy + yy y — S x — ty + £= o. 

Pundo ergo C fumto ubicunque , omnis reda per id duda Sec- 
tionem conicam vel in duobus pundis vel nufquam interfe- 
cabit. Interim tamen fieri potcfl , ut unaquapiam reda Cur- 
vam in uno tantum pundo interfecet; qgod , cum inter infinitas 
illas redas per C dudas vel uni vel duabus tantum ufuveniat , 
hac exceptio nullius erit momenti : quin etiam ita hoc para- 
doxon explicari potefi , ut altera ir.terfe&io in infinitum abeat ; 
quam ob caufam illa exceptio noilro afferto nullam vim inferre 
cenfenda eft. 

401. Quo autem pateat quibus cafibus ifia exceptio locum 
habeat aquationem inter x & y reducamus ad aquationem in- 
ter ^ & anguium ACM=Kp; qua: , ob y = & 

x = coj. <p , abibit in hanc 

t’ (* (co/.j>)* -\-C.Jin. f. cof. f -j- y {/‘it- <f) 0 i 0'- eo/. ? -■{- t.Jln. f) -f- (= o: 

ex qua patet , fi fuerit coefnciens ipfius squalis nihilo , uni- 
cam tantum inrerfedionem locum habere ; quod ergo evenit 
fi fuerit a. -j- C tang. <p + y ( tang. cp )‘ = o. Quod fi ergo 
hac aquatio duas habeat radices reales , duobus cafibus recta 
per C eduda Curvam in unico tantum pundo fecabir. Quo- 
niam vero ejufdem aquationis radices indicant Afymtotas Cur- 
va , perfpicuum efl Hyperbolas a redis alteri Afymtota pa- 
rallelis in unico tantum pundo fecari , cujufmodi reda per 
pundum C tranfeuntes dua tantum dantur. In Parabola vero \ 

unica reda Axi parallela hanc exceptionem parietur. Verum 
fi Sedio conica fuerit Ellipfis , ubicunque afliimatur pundum 

Euleri Introduci, in Anal. injin. Tom. II. E e 
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C , omnis reda per id duba Curvam vel nufquam vel in duobus 
pun< 5 tis fecabit. 

403. Lineae tertii ordinis ifta proprietate gaudentes , pofito 
n = x , continebuntur in hac aequatione 

ctx' + C x'y -j- yxy' + § y ' — £X* — £xy — »y* + 0x + ‘ J =° » 

q;ix quidem in fe complebitur omnes Lineas tertii ordinis , 
qua: ergo omnes huc pertinent , dummodo punbum C in ipfa 
Curva capiatur. Fabo enim x = o , fimul y valorem obtinet 
evanefeentem. Simili modo pro Curvis quarti ordinis quxfito 
fatisfacientibus punbum C non iulum in Curva fed fimul ejus 
punbum duplex ede debet ; omnis ergo Linea quarti ordinis 
punbo duplici praedita quxfito fatisfacier , .dummodo punbum 
C in punbo duplici ftatuatur. Sin autem C fuerit adeo Cunas 
punbum triplex , tum omnis reba per id duba Curvam in 
unico punbo interfecabit , pertinebirque ad cafum primo con- 
fideratum. Pari modo Linere quinti ordinis fatisfiicient, ii 
punbum C in earum punbo triplici ftatuatur, atque ita porro. 
Perpetuo autem notandum eft , fi reba per C duba parallela 
fiat alicui Afymtotae redae, feu Axi Afymtotae parabolicae , 
tum femper unicam dari interfedionem , ultera in infinitum 
abeunte. 

404. Egregie haec conveniunt cum natura Linearum cujuf- 
que ordinis: quia enim Linea cujufque ordinis a Linea reba 
in tot pundis interfecari poteft , quot exponens ordinis con- 
tinet unitates , ( atque revera in totidem pundis interfecatur r 
mfi aliquot interfebiones vel fiant imaginaris vel in infinitum 
abeant : ) & quia hic omnes interfebiones , five reales fi ve 
in infinito fabas five imaginarias , aeque computamus , eafque 
tantum excludimus quae in ipfo punbo C fiunt ; manifeflum 
eft cuin Linea ordinis ;i in n pundis a quaque Linea reba fe— 
cetur , punbum C in punbo totuplici , quot numerus n — x. 
continet unitates , collocari debere , ut interfodio duplex, 
prodeat. 
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405. His notatis facile erit problemata, qua circa relatio- 
nem inter quoique binos ipfius ^ valores C Mik C N proponi 
folent , vel refolvere , vel folutionis inconvenientiam offendere. 
Cum enim duo ipfius ^ valores C M & CN fint radices hujus 
aquationis ^ — P % -j- Q = o, erit iplorum fumma=P, 
& reclange ium eorum CM.CN=Q. Quare, fi primum 
requirantur ejufmodi Curva , in quibus ubique fit fumma 
C M -j- C N conflans, Fundionem P quantitatem conflantem 
effe oporteret. Cum autem ex quaflionis natura unaquaque 
reda per C ducta Curva in duobus tantum pundis occurrere 

debeat , necefTe cfl ut fit P = i ** 1 ( g, ^9 ) , 

qua quantitas irrationalitatem involvens nunquam conflans efie 
potefl. Atque idcirco nulla datur Curva huic quaftioni pro- 
prie fatisfaciens. 

40 6. Quod fi autem ifla conditio , qua dua tantum cu- 
jufque reda per C duda interfediones cum Curva poftulan- 
tur , omittatur atque ejufmodi quarantur Curva , qua quidem 
plures duabus interfediones exhibeant , inter eas autem dua 
M & N ejufmodi adiint , ut fit C M -\- C N quantitas conf- 
tans, tales Curva innumerabiles exhiberi poterunt, ponendo 
P = quantitati illi conflanti C J \1 -j- C iV = <*. Frit enim 

Q=o , denotante Q Fundionem ; & quia 
hac aquatio adhuc irrationalitate laborat , ea fublata , erit 
a l = ( {{ -i- Q)’ . fcu a = ^ ( 1 + -j- )‘ , Ceu a L‘ = 

( x x -j- yy ) ( L’ -J- 1 L N -j- N N ) , in qua erit L Fundioho- 
mogenea n -j- z , at N Fundio homogenca n dimenfionum ip- 
farum x £c y. Simplicifilma ergo Curva hoc fenfu quaflionem 
refolvens habebitur fi paratur L = x x -}-yy & iV= + bb , 
erirque aa ( xx + yy ) = ( xx + y y + bb )‘ , qua eft pro Linea 
quarti ordinis complexa ; complcditur enim duos Circulos in 
C concentricos. Curva autem continua fimpliciffiroa quafito 
fatisfacientes erunt fexti ordinis , ponendo L = cucx + €xy+ 

E e x 


C A F.’ 
XVII. 
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Ln. II. 


yy , & N=z -\-bb , pro quibus xquatio erit aa(&x x -\r 
Qxy + yyy)' = (xx + }'y) ( o.xx -+- G>xy -\-yyy-)rbb)' , Sit 


t= i , 6 = o , & y = o , erit yy -{-.** = 


x‘±ibbxx+k'* 


e x \! ( aaxx x 4 4- J b b x x b 4 

fcl ' r = TT^Vt, • 


407. Sin aurem hujufmodi folutiones , quibus retflae per C 
dud® Curvam in pluribus quam duobus pundis interfecant , 
excludantur , quam conditionem natura quseflionis requirere 
videtur, nulla; prorfus Curvae qusflioni fatisfacere fiunt dicen- 
da; ; ac propterea nulla dabitur Linea continua , qua; a redis 
per C dudis ita in duobus tantum pundis AI & N iri te de- 
ce tu r, ut fumma C AI C N iit conflans. At vero fi ill$ 
interfediones hujus indolis poflulentur , ut redangulum C AI X 
C N debeat efTe conflans , qua; proprietas in Circulum ita 
competit ut is fatisfaciat ubicunque pundum C capiatur, infi- 
nita; alite Lincte curva; inveniri poterunt , qua; idem prxflent. 
Debebit enim Q efTe quantitas conflans , squalis fciiicet illi 
redangulo C AI. C A/ , quod fit = aa ; qux pofitio , cum fit 

Q==^^ , ac propterea Fundio rationalis ipfarum x&y. 


non pugnat. 

40S. Sit igitur — f eu £, = — ? -l= ilLiLltiLl 
atque Curvte quxfito fatisfacientes omnes continebuntur in hac 
squatione — ^ 1 * - Y ^ — M + N = o feu Ma a = 

N (x x yy aa) , ubi M denotat Fundionem quamcunque 
homogeneam n -j- 1 dimenfionum , N vero Fundionem homo- 

geneam n dimenfionum ipfarum x & y , ita ut fit = 

^ J ~ fundio unius dimenfionis. ipfarum x & y. K®c 

ergo xcuatio omnes compleditur Curvas , qu® a redis per C 
dudis in duobus tantum pundis AI & N ita fecantur , ut redaa- 
gulum C AI. C N fit ubique conflans = aa. 
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409. Cum igitur — - Gt Funftio homogenca unius cfimen- 
fionis ipfarum x & y , cafus fimpliciifimus prodibit’ fi ponatur 
-jj = 1 — ■*- , ex quo orietur hsc aquatio xx -f- yy — a 

(et*+j 3 y) -\-aa = o, quae femper e(t pro Circulo: & t 
cum lit aquatio pro Circulo generalis inter Coordinatas or- 
thogonales , manifeltum elt Circulum quali to fatisfacere , ubi- 
cunque punctum C accipiatur, omnino uti cx Elementis conf- 
tat. Praiter Circulum ergo ex Scelionibus conicis nulla alia 
Curva huic quaitioni fatisfacit. Verum ex fingulis ordinibus 
Linearum fequentibus infinita Linearum farisfaci entium copia 
exhiberi poteii : & quidem omnes , qua; ex quolibet ordine 
fatisfaciunt. Sic Lincte tertii ordinis , quae ifthac proprietate 
gaudent , continebuntur in hac aequatione 

etxz -\- it.T y 4- y yy x x yy a 3 

-*y) a a 

feu 

(/2-F«y) (xx-lryy) — «(*«-}- + uy ) H- *« C -F«y) — •. 


Atque fimili modo ex omnibus fequentibus Linearum ordini- 
bus ex , qua: fatisfaciunt , exhibebuntur.. 


410. Propofita jam fit haec quatio, ut inter omnes Lineas 
curvas, qua; a re£tis per pundtum C duitis in duobus punftis 
fecantur , ea: definiantur , in quibus fit fumma quadratorum 
C M' C N' quantitas conltans , puta =aa. Cum igitur 
fit CM+CN=P, & C M. CNx= Q , erit C M' - j- 
C N' = P P — i Q ; debebit ergo elfe P P — 2, Q = 2 a a , 


feu Q = 


Ku 

L 


erit 


P P — 2 aa 


Ouare , ob P = 


Mt 


■Nu 


MMu 

LL 


— — z aa 


L * 
ideoque N 


& Q -. 
MM 




; quae aequatio, cum fit L Functio n-j-2- jdimenfionum , 
ii Functio n + 1 dimenfionum , & A 7 Functio n dhnenfionunv 


CAf. 
X V L F. 
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II. ipfarum x&cy , nullam implicat difficultatem. Sumtis ergo pro 
L & M ejufmodi Fun&ionibus, erit N = — — ; unde pro 

Curvis quxfiro fatisracientibus ifta refultat aquatio generalis 


L—M + 


MM 


aaL 


i L 


feu 


\\ 


zL L ( xx 4 * yy ) — iLM ( ii -{-yy ) -j- MM ( n -jryy ) — zaaLL = o .• 


qua; j fi fit M= o, prabet Circulum cujus Centrum in C , 
quem qualito fatisfacere per fe ell perfpicuum. 

41 1. Ponamus n -f- 1 =0 , ut fit M quantitas conflans 
= ib , & L = slx -f- fiy , atque orietur Linea quarti ordi- 
nis hac aquatione contenta 

(»z - 1 - £y) ' (11 -{-yy aj) zb (iz-f-S/) (ri+yy) + zbb (11-fyy) = o.' 

Alia aquatio quarti ordinis reperitur , fi ponatur L=xx -{-yy 
& i (,ar -|-/ 3 y ) a , tum enim aquatio per ixx -j- ly y 
divifa dabit 

(ii-j-yy) ’ — Zj (n-h>y) ■+■ zzj (*x+fSy)‘ aa {xx+yy) = o. 


Ni fi autem divifio per .vx + yy fuccedat , aquatio inventa 
( ponendo 2 M loco M y , qua ell 

££ ( XX -ryy ) 1 LM ( xx -{-yy ) + iMM ( xx -\-yy ) azLL — o , 

femper erit ordinis 1 n + C , idcoque ex quolibet ordine pari 
obtinetur aquatio pro Curva latisfaciente. Pratrrea vero , fi 
L per xx -\-yy fuerit divifibiiis , fci licet , fi , denotante A' Func- 
tionem quamcunque hcmogeneam n dimenlionum ipfarum x 
& y, fuerit £ = (.vx -f- yy)N, orietur alia aquatio generalis hac 

2VA : ( xx -\-yy)' — iMN ( xx -f-yy ) -f- iMM — aaNN ( xx -{-yy ) = 0 > 


qua cfl: ordinis 1 n + 4 , ita ut ex fingulis ordinibus paribus 
duplex nafcatur aquatio pro Curvis propoli ;a proprietate gau- 
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nj 


cientibus. Sic, ex ordine fexto fatisfaeient Curv$ in his dua- 
bus aquationibus contenta 


C A p. 

xvir. 


0xy + yyy)' ix(/x~i~iy) (arsc+jy) 

- + a(J'x-j-ej')) = o, 

Sc 

(fx+ty)' (xx+yy) (xx+yy aa) — 

Z3(clxx-\- 2xy-\-->yy) ( U * + «y / ( « -j-yy ) — a (*.rx+ fyy+yyy) ). 

In nullo ergo Linearum ordine impari ulla datur Linea .hanc 
quseflionem refolvens. 


41 i. Si jam non quxrantur ejufmodi Curva? , in quibus fit 
fumma quadratorum C M' -j- C N' conflans , fed in quibus fit 
CM‘ + CM.CN+ C N’ vel generaliter C M + n.CMX 
C N C N‘ quantitas conflans ; problema fimili modo refo- 
lutionem admittet. Cum enim fit C AI ‘ + n . C M . C N -f- 
C N‘ = P‘ H- (« — x ) Q » ponatur P‘ + (/: — z ) Q=aa, 

eritque Q = —* ■ P — , qute aquatio nullo incommodo la- 


borat. Cum igitur fit P = ~^, & Q) 
ijLnAlSlU == aa ; ideoque N = ■ 




ent -A- -H 

flr 


L ’■ (« — !>« [n—i)L- 

Quare , cum aquatio pro Curva fit L — - AI -j- N = o , ha- 
bebitur pro hac proprietate , qua C M‘ + n . C M .C N - {- 
CN‘ debet efle conflantis magnitudinis — aa , ifla aquatio 


(n — z) — (n — z) + aaLL — A o 

feu , ob ^ = xx 4~ yy > erit 

aaLL + (xx+yy) ( (n — z) L' — (n — z) LM — Al*) = o r t 

exiftente L Fun&ione m -j- z , & Af , m -f- r dimenfionum 
ipfarum x & y. Sit N Funclio, quxeunque homogenea m 
dimenfionum , ac ponatur L = ( x X + yy ) N , prodibit alia 
aquatio generalis ha?c 

«a(xx-|-/y)IV 1 (/i — i)(xx -hjyJW — — (/j — i)' v xx j~yy) MN — M‘ =0.. 
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II. 413. Si fatuatur n=i , ut fit (Cilf + CN)‘=aa , fiet ^ 
vel aaLL = ( xx=yy ) MM , vel M M = aa (xx + yy )N' . 
Utraque autem aquatio cum fit homogenea , continebit duas 
plurefve aquationes hujus forma ct.y = $ x ; ideoque quafito 
fatis fieri non poterit nifi duabus piuribufve redis per pun&um 
C ducfis , qua autem cum eo fer. fu , quo quaflio proponitur , 
non fatisfaciant , perfpicuum efl hoc problema nullam admit- 
tere folutionem , uti fupra jam 'notavimus : deberet enim efle 
C M C N= conflanti a. Quod fi vero' fiatuatur n = — i, 
ita ut quadratum differentia (C N — C M )‘ , ideoque ipfa 
differentia M N deberet effc conflans , orientur ha dua aqua- 
tiones 

axLL=.r-.( sx+yy) L M)' 

& 

aa(xx -j -yy ) Z. r K—(l(xx +yy ) N M )' 

unde fmipliciflima folutio oritur, fi ponatur Nz=i Sc M=s 
ilx ; erit er.ini 

aa(xx +}■}•)= 4 (.tx + yy — hx )' , 
feu , pofito a a = 8cc erit , 

(xx J rjy )‘= 2 (cc -J- bx) (rx -{- yy) — bbxx. 

Ergo xx -j- yy = cc -J- bx + c V (cc + zbx) , 
atque 

y =s V ( cc -f- bx — xx-\^c V (cc + 2 bx) ). 

• 

414. Dantur ergo innumerabiles Linea curva , qua a redis 
per pun&um C ductis ita in duobus pun&is AI & N fecantur , 
ut intervallum j\l N perpetuo fit conflans. Ac primo quidem , 
patet huic conditioni fatlsfacere Circulum in C Centrum ha- 
bentem, erit enim tum perpetuo iniervailurfi MN= Diametro 
Circuli; prodit autem Circulus ex aquationibus generalibus, 
fi ponatur /,j== o. Tum vero , poli Circulum , fatislaciunt 
Linee quarti ordinis hac aquatione aa (arx -f yy ) = 4 (xx 
yy — bx)' , atque hac aaxx = ( xx + yy ) ( ix — 26)’ , 
contenta ; ad quarum formam ccgnofcendam expediet ad 

aquationem 
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aquationem inter ^ & ang. <p regredi. Cum igitur fit xx + Ckr. 
yy = {{ , & x — {. cof <p , & y= \.fin. <p , polito fl=u, X 11 
erit primo 

CC {{ = (T{~ ~H' co f-?)‘ 

feu 

b. cof tp +*c = [. 
tumque 

cc ( cof p )* = ( cof. p — b)‘ 
feu 

h 

? C JJ. 7 

ex quibus facilis Curvarum conftruffio nafeitur. 

415. Ad Curvam enim aquatione '?.=b. cof.<p-\-c conten- Tab. 
tam conltruendam , per C ducatur recta ACB , in mn fuma- XX. 
tur CD=b, & ex D fumatur utrinq z L)A=DE=c , tr.v.t g’ » 
primo punfta A &. B in Curva quafita. Tum, dufta quavis *’ ’* 
refta NCM per C, ex i) in eam demittatur perpendiculum 
DL , & ab L utrinque fumatur LM=LN = c , erunt 
pundta M & N in quafita Curva ; ideoque perpetuo inter- 
vallum MN-=.rc , uti- quafio poftulat. 

Hic notandum eft , fi fuerit CD=b minor quam c, Cur- Fig. Sjj 
vam in C habituram e(Tc punctum conjugatum. 

Sin autem fit b = c , Cuna in C Cufpide erit prxdita , Fig. S4; 
evanefeente intervallo AC. 

Denique , fi fit b minor quam c , pundtum A inter C 8 z B Fig. 8 $i 
cadet , Curvaque in C habebit nodum feu pundlum duplex. 
Ceterum harum Curvarum Diameter erit recia ACB , & qux 
huic normaliter infidit ECF erit =xc. 


416. Prxter has Curvas in fe redeuntes ex Linearum ordine Tab. 
quarto , etiam fatisfaciunt ex eodem ordine alix in infinitum X X I. 

1 . b . * ^ 

excurrentes , qux hac xquatione ^ +; c continentur. 

Quarum confiructio ita fe habebit ; dinfla per C reda princi- 
pali CAB , fumatur CD=b, capiaturque DA= DB=c ; 
erunt pundla A & B in Curva. Deinde , per D ducatur nor- 
Iduleri Introduci, in Ana!, infui, Tom. II. F £ 
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Lu II. malis EDF,- &, ada reda quacunque CL, erit C£=» 
- , vocato angulo D C L = tp. Tum perpetuo abfcinda- 

tur LM-= LN=c , atque punda M d N determinabunt 
Curvam quaelitam. Ex hac autem conflrudione perlpicuum 
cfl , Curvam fic defcriptam ede ConchoidemVctc rura, polum 
C habentem, & Alymtotam redam EF, ad quam quatuor 
Curvae rami iri infinitum convergunt. Vocatur autem portio 
hBh Conchois exterior, & gAg interior , praeter quas parte* 
m C pundum exiflit conjugatum. 

417. Hac Cuna: ex Linearum ordine quarto fatisfaciunt 
Facile autem erit Cun’as ahiorum ordinum quot libuerit ex- 
hibere. Quod fi enim fuerit P Fundio impar finus & cofinu* 
anguli <p , tum illa sequatio ^ = bP + c praebebit Curvam 
continuam , quam omnes recta: per C duda: ita in duobus 
pundis M & N fecabunt , ut intervallum MN futurum fit 
conflans = i c. Referri autem ha: Curva: omnes poterunt 
ad genus Conchoidalium , loco redae EF diredricis fubfli- 
tuendo Lineam quamcunque Curvam aequatione j = b P 
contentam. Supra autem vidimus hanp aequationem in fe com- 
pledi Lineas curvas , quz a redis per pundum C dudis non- 
nifi in uno pundo fecentur. Quare , ob intervallum c arbitra- 
rium , ex unaquaque Curva % = bP innumerabiles Curvae ad 
prxfens infiitutum accommodata deferibi poterunt. 

{j- A j 418. Sumatur fcilicet pro lubitu Curva CEDLF, qua 
XXI. ab omnibus redis per pundum C dudis in unicis tantum punc- 
Fig. 87. t ; s JA t L , fecetur. Tum in his fingulis redis CL produdis 
utrinque ab L capiantur intervalla aequalia LM=LN=c ; 
eruntque punda M & N in Curva quxfira. Sic igitur motu 
continuo deferibi poterit Curva AMPCQBNRC , qua: a 
fingulis redis per C dudis in binis pundis AI & N ita inter- 
fecabitur , ut intervallum MN fit perpetuo conflans =1 c. 
Ubi notandum efl , fi Curva CEDF fuerit Circulus per punc- 
tum C dudus , tum Curvam defcriptam fore eandem Lineam 
quarti ordinis , quam priino invenimus 414. 
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419. Sic igitur fatisfecimus quaeftioni , qua quaerebantur Li- 
neae curvae AMN a recftis per pun&um C' du&is ita fecandae 
in duobus punftis M & N , ut eflet CN — CM fcu CM' 
— xCM. CN + CN‘ perpetuo quantitas conftans. Paucis 
igitur adhuc evolvamus cafum , quo CM' -| - C M . C N 
CN' debet efle quantitas conllans. In §. 411. ergo poni de- 
bet n = 1 , fteque nafcetur vel ifta tequatio 


C A F. 
XVII. 


Tab. 
X X. 
Fig. 8r. 


aaLL^^xx+yy) ( V LM + M') 

exiftente L Funflione m + 1 , & M Funiftione m dimenfio- 
num ipfarum x Sc y. Vel orietur haec altera aiquatio 

aa{xx+yy) NN= (xx+yy)‘ NN {xx+yy) MN+MM 

in qua M eft Fumftio homogenea una dimenfione fuperior 
ipfarum x & y , quam Fun&io N. 

410. Primum quidem perfpicuum eft , fi ponatur M = o , 
prodire Circulum , cujus Centrum in pun<fto C fit confti tu- 
tum ; qui , cum omnes reiftae ex C ad Curvam dudae fint aequa- 
les , etiam omnibus hujus generis quseftionibus fatisfacir. 
PrO prafenti autem cafu poft Circulum Curva: fimpliciflimas 
prodibunt , fi in priori aequatione ponatur M=b & L=x , 
eritque 

aaxx = ( xx + yy ) ( xx — bx + bb) 
fi ve 

xx ( a a bb-h bx xx) 

W — — * T—bT+Tx * 

Quod fi autem in altera aequatione ponatur N= 1 , & M=z 
bx , habebitur quoque Linea quarti ordinis 

aa(xx-{-yy)=(xx + yy)* — bx(xx + yy) + bbxx, 

fcu 

xx yy = — bx -f- i aa 4- V ( — a * + 4" aa ^ x — “ — bbxx ) 
qus pariter , ac prior , quaeftioni fatisfacier. 

Ffa 
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2.2.3 DE INVENTIONE CURVARUM 

411 . His expeditis quaftionibus , confideremus altiores po-^ 
teftates binorum ipiius { valorum ex aquatione 7 { — -P{ 4 - 

Q = o , exiitente P = & Q=z—^ : ubi L FunCtio- 

J-j jL> 

nem homogeneam n ; M , n + 1 & N, n dimenfionum 
ipfarum x & y fignificat ; eflque x = Abfcifla C P & y = 
Applicata P M. Propofita igitur fit quaflio , qua bina in— 
terfeCtiones M & N ejus indolis requiruntur, ut fit CM' 4~ 
CN'=a'. Cum ergo fit, ex aquationis 7 % — P{ 4* Q=o , 
natura , C M' 4- CN’ = P' — 3 PQ debebit efle P' — 
3 P Q = a' : qua aquatio , cum P' & P Q fint quantitates 
irrationales , locum habere nequit. Huic ergo quafiioni in 
ftriCto fenfu prorfus fatisfieri non potefl : fin autem numerus 
interfectionum non fpe&etur etiamfi duabus plures prodeant , 
tum quidem infinitis modis Curva fatisfacientes inveniri pof- 

funt , ponendo Q = — —p — , & pro P capiendo Funcbo- 
nem quamcunque finus & cofinus anguli ACM = <p. 


42 . 1 . Sin autem ejufmodi Curva requirantur , in quibus fit 
CM* 4” CN* = a' , tum poni debebit P 4 = 4 P Q 4~ 2 .QQ 
= a" ; qua aquatio , cum nulla infit irrationalitas , nullam 
involvit contradictionem. Debebit ergo effe Q = P P 4r 
V(-^-f , 4 4 - “^‘)> qua FunCtio , non obflante figno 

radicali , tanquam uniformis fpeCtari poteft, quia fi V( y “H 
•^-a 4 ) fumeretur negative, pro j valores imaginarii refultarent. 


Erit ergo 4- V ( ~pr + T a ') i & > cum 


pro Curva fit L — M 4- N = o , feu ^ j _j_ ^5 

= 0, em U f- + -LL [ +^(^Is+T a ) 

Confequcnter , fublata ixrationalitate , ciit 


o. 
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£(LL — LM + MM )*= + -~d 


xzy 


C A 1». 
X V I L 


feu 


(xx +yy)‘(z(LL — LM+ MM)' — M') =a'L', 
qu$ omnes Curvas fatisfacienres in fe comple&itur. 

413. Alio faciliori modo, uti fupra §. 371. hsc & fimi- 
les quteftiones rcfolvi poterunt. Cum enim fit C M . C N 
= Q, fi altera ipfarum C M &'C N dicatur = erit al- 
tera = — ~~ , ob Q = — Quare , fi debeat e(Te 

C M" C N n = a n ; fiet -f- — — - — = a" ; ideoque 

L a 


f 


: qua; xquatio , fi fuerit n numerus par , jam 


L n + h n 

eft rationalis quxfitoque fatisfaciet. At , fi fit n numerus im- 
par , ad irrationaiitatem tollendam quadrata fumi debent ; quo 
fit , ut numerus interfc&ionum duplicetur , ficque Curva oria- 
tur non eo fenfu fatisfaciens uti defideratur. Sic , fi debeat 

effe C M' + Ci Y‘ = a ' , fiet n = xx -f yy — qu® 

(L — M) +L‘ ( 4 10 ) » 
ob L — M -{- iY= o. Generaliter ergo , fi debeat efie 
C M n + C N ' 1 = a ' 1 fueritque n numerus par , obtinebitur 


convenit cum fupra inventa xx -yy : 


JL a n L n 


ifia atquatio ? n = (xjr+vy) 1 

L n + N n L n + {L—Mf, 
exiftentibus L Fundlione m z dimenfionum , M Fun&ione 
m 1 dimenfionum , & N Functione rn dimenfionum ipfa- 
rum x fk y. 

414. Ha:c eadem folutio etiam ex confideratione fumm® 
CM-jrCN=.P, eruitur. Si enim altera ipfarum C M £c 
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C N ponatur = { , erit altera = P — Hinc fi C M n 
C N n debeat e(Te conflans , erit -fi- ( P — ^ )" = a". Vi- 
dimus autem efTe debere P = ^ , & Q = ; ita ut fit L 

— M+N= o ; ex quo erit 7 1 -fi- ^ ( ^ T A . — a " - f eu 

1 Z." 


1 = 


a n L n 


L' l + (M — L) n 

I * «"(M 

a- , erit ^ = v — 


, vel 1 - 
N) n 


( M — N) n - \-V* 


— — - — : vel , eliminando 
L n -fi- N n 

H® xquationes , fi fuerit n 


numerus par , conditionem propofitam adxquate adimplent. 
At, fi n fit numerus impar , dabuntur quidem dux interfec- 
tiones M & N,. ut fit C Al n -fi- C N n = a 1 ; at prxter 
has habebuntur dux ali® interfectiones eadem proprietate 
gaudentes , ita ut quxlibet recta per C duCta bis proprietatem 
propofitam involvat. 


415. His expofitis , facile erit quxftiones alias maxime dif- 
ficiles refolvere : debeat enim Curva inveniri qu® ab omnibus 
rectis per C duCtis ira in duobus punCtis M & N fecetur , ut fit 

CM n + CN n -f * CM.CN\CM n ~ l + CN n ~ 2 ) + 
P . CM ’ . CN‘ (CM n ~~‘ i + CN n ~ 4 ) &c. quantitas conf- 
tans = a 1 . Ponatur alter valor C M = 3 , erit alter CN 
= ^ = — T - ; quibus valoribus fubflitutis orietur ifta ®qua- 
tio , qua natura Curvs exprimitur , ( L n -fi- N n -fi a.LN 

( L"~ 1 + N n ~ l ) + P L' N * ( I' 1-4 -fi- N n ~ 4 ) + & c.) 
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•= a n L n . Eft autem L — M + N = .o , atque L , AI, & 
N funt Fundiones homogenea ipfarum x & y dimenfionum 
m -}- 1, m + 1 & m, uti fupra defcripfimus : unde erit , vel 
L = M — N , vel N = M — L ficque infinita: folutiones 
hinc deducentur. 

4 16. Pergamus jam ad Curvas Inveftigandas , qua a fingulis 
redis per pundum fixum C dudis in tribus pundis fecentur. 
Hujufmodi ergo Curvarum natura exprimetur hac aquatione 
generali 

— P {* + Q { — R — o: 

ubi { denotat diftantiam cujufque Curva pundi a C ; & P , 
Q , R funt Fundiones anguli ACM = 'p, ejufve finus & 
cofinus. Per eafdem autem rationes quas fupra allegavimus 
apparet , ne plures quam tres interfediones prodeant , P & R 
elfe debere Fundiones impares ipfius fin. <p & cof.<p\ verum 
Q ftatui debere Functionem parem. Quod fi ergo ponantur 
Coordinata orthogonales C P = x , P AI = y , ut fit x x -f- 
yy = ^ , atque denotent K , L , AI, & N Fundiones homo- 
geneas ( n + -3 ) , (n + i),(n + t) & n dimenfionum ipfa- 
rum x & y , fore P = , Q = & R = : idcoque 

inter Coordinatas orthogonales x & y habebitur pro hujufmodi 
Curvis illa aquatio generalis 

K — L + AI — N=o ; 

ex qua patet pundum C fore Curva pundum totuplex quot 
index n contineat unitates. 

4 17. Primum ergo , huc pertinent omnes Linea tertii or- 
dinis , ubicunque pundum C extra Curvam capiatur. Deinde , 
in hac aquatione continentur omnes Linea quarti ordinis , 
dummodo pundum C in ipfa Curva accipiatur. Tertio, om- 
nes Linea quinti ordinis, in quibus datur pundum duplex huc 
referuntur , fi modo pundum C in earum pundo duplici conf- 


C A P. 

x vir. 


Digitized by Googl 


T> E -TXFt ± 7 TIOKE CURVARUM 

TT. iltuatur. Similique modo Linea: ahiorum ordinum hanc con- 
ditionem implebunt , fi habeantur puncta multiplicia tanti ex- 
ponentis , quot n contineat unitates , fi n + 3 exponat ordi- 
nem , ad quem squario pertineat. 

418. Sint p, q, r tres illi valores ipfius quos obtinet 

ex arquatione — P^‘ + — /t = o, pro quovis va- 

lore anguli Cx 4 Al=x=q>‘, eritque , ex natura aquationum 
P=p q -{- r i Q= pq ~\-p r -j- q r & R = p q r. Cum jam 
P & R per x & y rationaliter exprimi nequeant , manifolium 
cft ejufmodi Curvas exhiberi non pofie , in quibus fit vel 
P “h q "h r ' ei p q r quantitas conflans , neque adeo ulla Func- 
tio impar ipfarum p, q , & r , conflanti squalis poni poterit. 
Pares autem Fundi iones fine ulla difficultate conflantem vale- 
rem obtinere poterunt. Sic , fi requiratur ut fit p q p r 

qrz==aa t erit Q = — oa : idcoque M ( xx + yy)= 

coK; qui valor in arcuatione K — L-\-M — N= o, fubfii- 
tutus , dabit xquationem generalem omnes Curvas hac pro- 
prietate prsditas in le compledlentem : 

Af( x x ~{~yy ) a a L a a M a a 2V== 0 ; 

vel , eliminando AI , hanc 

( x-r-f-jj) K — {xx -{-yy ) L-\- a aK-^—{xx-\-yy) A T =®. 

419. Pari modo , alis fimiles qusfliones facile relolventur. 
Uti , qustratur Curva, qus a reclis per C duclis ita in tribus 
pundlis fecetur , ut fit p ‘ -f- q’ ~\~ r = a'. Cum enim fit 

p' + q' + r S= P* — iQ&P= ~ atque Q == , 

fiet Zi ~-=aa , feu(.rx~h3'y) — L’ — 1 {xx J ryy) R M=s 

aa KK. At, pro Curvis tres interfedliones admittentibus ha- 
betur hxc squatio generalis K — L + AI — A = o , cujus 
natura in hoc confiflit ut maximus ipfarum x &cy dimenfionum 

numerus 
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aumerus ternario fuperet minimum. Quo igitur hujufmodi C a r. 
obtineatur aquatio, fimulque fit (xre+yy) L' — 1 (xx + yy ) * V 1 
KM=.aa KK , multiplicetur illa aquatio per z(xx -j- yy)K, 
ut eliminari pollit M , atque prodibit hac aquatio generalis 
cafui propoiito fatisfaciens 

i(3r.r-(-_vj) KK — KL-\- (xx-f -yy) L' — ajKK — 2 {xx-\-yy) KN=0. 

Membrum enim , in quo plurima infunt dlmenfiones , eft 
a (xx -f-yy ) KK , continctque an + 8 dimenfiones ipfarum x & 
y ; atque membrum infimum eil x(xx +yy) KN t & continet 
in-j-j dimenfiones, uti natura rei pol tu lar. 

430. Quoniam ergo neque fummum neque imum mem- 
brum evanefcere potell , ponamus , ad Curvam fimpliciflimam 
inveniendam, n = o,- fitque N=b' , Kz=x(xx yy) , & 

L = o, atque prodibit hac aquatio 

2 (xx-f -yy )' x' — axxx ( x x-\-yy )’ a b'x ( xx-\-yy)' = •, 

qua per zx(xx yy )' divifa prabet hanc 

x (xx + y y ) aax — b' = o , 

qua pertinet adordinem tertium. Sin autem non fit L = o, 
led L = zc (xx-{-y ) , prodibit aquatio ordinis quarti 

xx (rx-f-jy) 2fx(xx-j-yy)-|-2cc(xx-|-.)y) atxx — b’x=o, 

leu 

( xr 4 ~.>y) ( 1 c x Y (xx-f*.X>') = aaxx-\- 2 b' x. 

Simili autem modo ex aitioribus ordinibus plurima alia 
Curva quallioni fatisfacientes eruentur. 

431. Deinde, etiam Curva inveniri poterunt ca in quibus 
f.t p' + q+r quantitas conflans. Cum enim fit p -j - q + r 
= P ' — 4 PQ + a QQ + 4 P R , poni debebit P' — 
4PQ + aQQ + 4 ;^==c\ 

Erit ergo 

2‘ ( L' — i,K L’ !.I- 1-2 K' M- 4-4 K' L N J = <r‘ K 4 ; 

. ideoque 

* K’ L N * 4 — c' K' — ( L' — l- K L' fl' J- zK‘ M } , 

Euleri Introduci, in Anui, infin. Tam. II. G j 
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tiB. II. unde valor ipfius N in aquatione K — L + M — 2 V= o * 
fubflitutus dabit aquationem generalem pro Curvis huic con- 
ditioni latisfa cientibus. 

431. Poterit autem fimul & huic conditioni p* + q* + r* 
= c 4 , & pracedenti p' *f- q' -f- r = a fatisfieri. Per hanc 
enim efle debet 77U — i 77 KM=aaKK; unde fit 1 77KM 
— ftL' — aaKK. 

Deinde , cum fit 

4 K' — — V C + 4 X L‘ M? — 2 K' N ? 

erit 

4 K'INC = c‘ IV L' 1' 2 aaK'V\' 2 K' Af * 4 

& 

+ K' LM?=xKL' * 4 — xaaK'Ln. 

Subftituantur hi valores loco M & N in aquatione K 

L + M — N=o , feu ^K'-Lf — +K' L' f + +K'LM { — 
qK‘ LNf = 0 , atque prodibit hac aquatio pro Curva 

4 K' L\* — 4 K'L'? + iKL'^ — xa'IVL u — c‘K' — 

V * 4 4-i a'K'L’H + xK‘M‘ \' — o. 

At , ob 

KM\\ = V 1 \ j - aaKK 

erit 

I 4 aaK‘ I- n 4--L a 4 K 4 , 

ideoque pro Curvis quafitis habebitur hac aquatio generalis 

8 K'L\* — WUf + tKL '? — 4 a*K'Ln — ic‘K’ — 

ia' K‘ L u + a t K' — o. 

433. Quia K debet efTe Funflio homogenea ipfarum x & 
y una dimenfione ahior quam L , Curva fimplicifiima in qua 
tres interfediones exhibeant fimul p' r' = a , & 

p' + q* + r' = c 4 prodibit ,, fi ponatur K = {{ , & L = 
b x i erit erga 
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EX ALIIS PROPRIETATIBUS. 

tbx\' %bbxx[' 4 5’ *’{’ 4 a'bx\' ic '; 4 b' x' - 1- 

qux , ob ^ = .v x + yy t efl: rationalis praebetque Lineam 
ordinis feptimi , cujus C eft pun&urn quadruplex. Alia au- 
tem Linea feptimi ordinis fatfsfaciens obtinebitur , fi ponatur 
K = x , & L=zb ; erit enim 

83*'$* Zbbxxf -+* 4 3' a :* 4 ^aabx' \\ Zc 4 x 4 3 4 { 4 +* 

Xaabbxx\\ -{- a' x' = o t 

feu 

« 4aaii l n iaabbxxi\-\- x c * x ' a< x * 

? 8 b x' — — 8 bbxx -f- ^3' x 3 4 

Unde fit 

laabx’ -aMxx± z Xx^(ibx- bb) (ic'( 33 -l 3 r- |- 4 .ri )-la‘'( 33 -i 3 j-}-lrr)) 

3(i.z- — 3) (411 i3i-f-33) 

434. Jam ulterius progredi liceret ad Curvas , quae a retfiis 
per pun&um C dudis in quatuor pun&is interfecentur ; atque 
ex iis illa inveniri poffent , quae datis proprietatibus fint prae- 
dita;. Verum , fi ad pracepta in praecedentibus tradita atten- 
damus , nulla prorfus fupererit difficultas , omniaque , qus ia 
hoc genere defiderari poterunt , fine nullo fere labore vel ex-, 
pedientur , vel , nifi quaeftio folutionem genuinam admittat , 
hoc ipfum ftatim cognofcetur. Quam ob rem huic materiae 
amplius non immorabor , ad aliud argumentum ad cognitio- 
nem Linearum curvarum pertinens progrelfurus. 


Gg x 


Caf. 

(vir. 
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Lib. II. 

1 CAPUT XVIII. 

De Similitudine & Affinitate Linearum curvarum . 

435. In omni squatione pro Linea curva, prster Coordi- 
ratas orthogonales x & y , inefle debent quantitates conflan- 
tes , vel una vel plures , uti a , b , c , &c. ; quibus Lineat 
conflantes defignantur , & qus cum variabilibus x & y ubi- 
que eundem Linearum dimenfionum numerum , conflituunt.: 
Si enim in uno termino extet productum ex n Lineis in ie in- 
vicem multiplicatis , necefle efl ut in fingulis reliquis terminis 
totidem Linea; in fe invicem multiplicentur , quoniam alias 
quantitates heterogenes inter fe comparari deberent , quod 
fieri non poteft. Quocirca in omni squatione pro Linea curva 
Lines conflantes a , b , c , &c. , cum variabilibus x & y ubi- 
que eundem dimenfionum numerum conflituent , nili forte 
Linea quspiam conflans unitate vel alio numero abfoluto ex- 
primatur. Hoc igitur notato, fi nulli Lines conflantes in 
squatione incilent , tum variabiles x & y fols ubique eundem 
dimenfionum numerum adimplerent , ideoque Fur.flrionem ho- 
mogeneam conflituerenr. Supra autem jam vidimus liujufmodi 
squationem ad Lineam curvam non pertinere , fed aliquot 
, redas fe invicem in eodem punfbo interfecantes exhibere. 

43$. Contemplemur igitur squationem in qua, prster bi- 
nas variabiles x &y , unica iniit Linea conflans a ; ita ut tres 
Lines /i,x,&y ubique in squatione eundem dimenfionum 
numerum conftituant. Hujufmodi ergo squatio , prout Lines 
conflanti a alii atque alii valores tribuantur, infinitas producet 
Lineas curvas , qus tantum quantitate a fe invicem difere- 
parent , ceterum vero omnino fimiles inter fe fint futurs. Om- 
nes ergo Lines curvs, qus hoc modo in eadem squatione com- 
prehenduntur , merito ad idem genus referuntur atque inter fc 
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fimiles effe cenfentur , neque aliud in illis deprehendetur dif- 
crimen , nifi quod in Circulis diverfx magnitudinis inefie ia- 
telligitur. 

437. Q uo hsc fimilitudo melius percipiatur , confideremus 
equationem determinatam, prxter variabiles x & y , unicam 
Lineam conftantem a , quam Parametrum. vocare liceat , con- 
tinentem , hanc 

y' 1 x' ayy a a x -j- 2 a ay = o. 

Sit AC valor Parametri a ; atque, exiftente AC = a , fit 
A MB Linea curva hac aquatione contenta , fumta reda AU 
pro Axe , vocatilque C-oordinatis AP = x & P M=zy. 
Tribuatur jam Parametro a quicunque alius valor ac = a, 
fitque amb Linea curva , quam nunc illa squatio prxbet , 
eruntque hx Lines curis A MU 2 z amb inter fe fimiles. 
Quod fi enim maneat AC = a, AP =x , PM=y , at- 
que fit ac = AC = - a - ; tuin vero capiatur a p =. 

— AP = — , erit p m = ~ P AI = y - ; namque fi 
in illa squatione , loco a , x , & y , feribantur refpedive 

— , — & 2 - , ob omnes terminos per n' divifos , eadem 

n n n 1 

ipfa relui tabit xquatio.. 

4^3. Ciirvs ergo fimiles hanc habebunt proprietatem , ex 
qua limilitndinis natura eo luculentius apparebit , ut fumris 
Abfcillis A P r ap in ratione Param utrorum AC ilz ac Appii- 
cars PM Sc pnt fimul eandem habirurs lint rationem : Icili—- 
cet , fi fumatur AP : ap = A C : ac , tum quoque erit 
P.'.l : p m -i— AC : a c. Cum ergo fit A P : P.\l = ap : pm , 
hx Curvx in fcnlu geometrico inter fe erunt fimiles , atque , 
quantitate excepta , iifdem prorfus alFedionibus gaudebunt. 
Samtis nimirum Abfcillis A P , ap homologis fea Param etris 
AC Sz ac proportionalibus, non folum Applicatx P M $r: 


C AP. 

x v 1 1 r. 


T A B. 
X X F. 
Pig. ai. 


Tax. 
X X I. 

P-Z- *>?• 
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138 de similitudine et affinitate 

• II. p m rationem tenebunt Parametrorum fed etiam omnes ali» 
Lincte fimiliter duds, quin etiam Curvarum arcus A AI & ani 
erunt ut A C & ac. Tum vero etiam Areae fimiles APM 
& apm erunt in ratione duplicata , feu ut AC' ad ac. At- 
que , fi fumantur duo punda homologa O & o quaecunque , 
ita ut fit A O : ao = AC ; ac , ex iifque fub squalibus 
angulis AOM , aom ad Curvas reda: ducantur 0 \M & om t 
erit quoque OAf : om = AC : ac. Ob fimilitudinem deni- 
que etiam Tangentes in pundis homologis M & m ad Axem 
squaliter inclinabuntur atque adeo radii ofculi ibidem tene- 
bunt rationem Parametrorum AC & ac. 

439. Hinc patet omnes Circulos elfe figuras fimiles, quas con- 
tinentur squatione yy = iax — xx ; parique modo omnes Cur- 
v* squatione yyz==.ax contents, hoc eft omnes Parabola:, 
erunt inter fe hgurs fimiles. Ex hujufmodi autem aquatio- 
nibus , quibus Curvas fimiles contineri vidimus , quia Coor- 
dinats x &. y cum Parametro a ubique eundem conftituunt 
dimeufionum numerum ; li valor ipfius y definiatur , reperie- 
tur is squalis Fundioni homogenes unius dimenfionis ipfarum 
a & x. Viciflim ergo , fi denotet P Fundionem hornogeneam 
unius dimenfionis ipfarum a & x , squatio y = P innumera- 
biles continebit Curvas fimiles , qus oriuntur , li Parametro a 
fucccflive alii atque alii valores tribuantur. Simili autem 
modo ex hujufmodi squatione pro Curvis fimilibus Abfcilfa x 
squabitur Fundioni unius dimenfionis ipfarum a & y , atque 
ipfa Parameter a squalis erit Functioni unius dimenfionis ip- 
farum x & y. 

440. Data autem Curva quacunque A MB , infinits alis ipfi 
fimiles amb perfacilem praxin deferibi polfunt. Sumatur enim 
ratio quscunque , quam latera homologa Curvs dats & def- 
cribends inter fe tenere debeant , qus fit 1 : n ; atque , fi Curva 
data AMB referatur ad Axem AB per Coordinatas nor- 
males A P & P M , fuper Axe fimili ab capiatur Abfcilfa ap, 
ut fit A P : ap = 1 : n , & ex p erigatur Applicata normalis 
f> m , ut fit pariter P M : p m = 1 : n , eritque pundum m ia 
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Curva fimili a mb , ita ut puntta M & m fint Iiomologa. 
Vel , defcriptio quoque ex pun&o quocunque fixo O abfolvi 
poterit ; fumto enim in Curva defcribcnda pundlo fimili fixo 
o , fiat perpetuo angulus a o m aqualis angulo A O M , & ab- 
fcindatur o m , ut fit O AI:o m = i : n , eritque pundhim m 
pariter in Curva fimili amb. Hoc itaque modo , pro quamvis 
ratione i : n ad arbitrium afiiimta. Cuna fimilis defcribi po- 
terit. Solent autem in hunc finem confici inllmmenta mecha- 
dica , quorum ope figura: cujulcunque magnitudinis , qua: fint 
nata fimiles, delineari poliunt. 

441. Quod fi igitur natura Curva propofita AM expri- 
matur aquatione quacunque inter Coordinatas A P = x , & 
P M=y , inde facili negotio reperietur aquatio pro Cun a 
fimili am. Sit enim Abfcilfa homologa a p .= X & Applicata 
pm = Y; erit ex conftrutftione x : X= 1 :n & y: Y=i : n; 

X Y 

unde fit x = — & y == — . Hi ergo valores in aquatione 

m x y data fubftituti producent aquationem inter X & Y 
pro Curvis fimilibus. Si igitur in hac nova aquatione fola 
Coordinata X & Y cum littera n dimenfiones conftituere cen- 
feantur , numerus dimenfionum ubique erit nullus ; vel , fi 
aquatio , ad fra&iones tollendas , multiplicetur per quampiam 
poteftatem ipfius n , orietur aquatio , in qua tres ha quanti- 
Tates X , Y, & /z ubique eundem dimenfionum numerum pro- 
ducant. Supra autem vidimus in omni aquatione pro Curvis 
fimilibus ambas Coordinatas cum ea conflante , cujus varia- 
tione Curva fimiles exiftunt , ubique eundem dimenfionum 
numerum conftituere ; quod igitur ett criterium aquationum 
Curvas fimiles continentium. 

442. Quemadmodum in Curvis fimilibus Abfcifla & Ap- 
plicata homologa in eadem ratione five augentur live dimi- 
nuuntur ; ita , fi Abfcifla aliam fequantur rationem , aliam vero 
Applicata , Curva non amplius orientur fimiles. Verum ta- 
men , quia Curva hoc modo orta inter fe quandam Affinita- 
tem tenent , has Curvas affines vocabimus : complectitur ergo 


C a r. 
XVIII. 
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T A B. 

X X 1. 
Fig. f>3. 
t S>9. 


x 4 o SIMILITUDINE EX AFFINTATE 

Affinitas fub fe fimilitudinem tanquam fp e cient : quippe Curva: 
affines in fimiles abeunt, fi ambs ilice rationes , quas AbfcifTse 
&. Applicata: feorlim lequuntur , evadant squales. Ex Curvea 
ergo quacunque dura .z 2 AI.fi innumerabiles Curvs affines amb 
reperientur hoc modo ; fumatur Abfcilfa ap , ita ut lit AP : 
ap= i : m ; tum confiituatur Applicata p m , ut fit PM : p m = 
i : n ; ficque , mutando harum rationum i : m & i : n , vel al- 
terutram vel utrantque , innumerabiles prodibunt Curva , qua 
prima: AMB erunt ahiues. 

443. Exprimatur natura Curva data AMB aquatione qua- 
cunque inter Coordinatas orthogonales AP=x, &. PM = y ; 
atque in Curva affini amb modo prxcedente deferipta pona- 
tur Abfcilfa ap = X, & Applicata pm = Y, obx: A = 

Y r 

x : m , & y : Y = 1 : n , erit x = — & y = — . Quod fi 

ergo hi valores in aquatione inter #&y data fiibfti tuantur , 
proveniet aquatio generalis pro Curvis amnibus inter X & Y. 
Ad hujus aquationis naturam penitius evolvendam , ponamus 
aequationem pro Curva data AMB ita effe conformatam, ut 
Applicata y squetur Fundlioni cuicunque ipfius x , qua: fit 
= P , feu dfe y = P. Si igitur in P loco x fubftituatur 

y 

— J fiet P Fundiio nullius dimenfionis ipfarum X & m : ideo- 

171 1 

que aquatio generalis pro Curvis Affinibus ita erit comparata , 
ut - squetur Fundioni nullius dimenfionis ipfarum X & m ; 

feu, quod eodem redit, Fundlio nullius dimenfionis ipfarum 
Y & n aequabitur Fundioni nullius dimenfionis ipfarum A & m. 

444. Difcrimen autem inter Curvas fimiles & affines hoc 
pctilhmum eft notandum , quod Cui\$ , qua funt fimiles ref- 
pedu unius Axis vel pui.< 51 i fixi , eaxleni fimiles fint lutu ra 
refptdiu aliorum quorumvis Axium feu punctorum homologo- 
rum. Curva autem, qua: tantum funt affines, tales tantum 
funt relpedlu eorum Axium , ad quos reicruntur, neque pro 
lubitu alii Axts , feu puncta homologa , m ipfis dantur , ad 

qua 
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c;ua? affinitas referri pofiit. Ceterum vero , notandum eft , uti 
omnes Curv® fimiles ad eundem ordinem , atque adeo ad 
idem Linearum Genus referuntur ; ita etiam Curvas affines 
femper in eodem Linearum ot d:ne eodemque genere compre- 
hendi. Qua: ut clarius percipiantur, fimilitudiucm atque affi- 
nitatem nonnullis exemplis Curvarum notiorum illuftraffe con- 
veniet. 


445. Sit igitur Cuna data Circulus ad Diametrum relatus, 
cujus natura exprimitur aquatione 3'y = z cx — xx. Ponatur 
x = - & y = , atque scitatio inter A” & Y rcfultans 


complodetur omnes Curves fimiles ; erit autem 


Y' 


2CX 


* , feu , Y' = i nc R 

n n 


XX ■, ex qua patet omnes Curvas 
Circulos fimiles quoque effe Circulos , quorum Diametri zr.c 
utcunque difcreper.t. Ad Curvas autem Circulo affines inve- 
mendas ponatur x = — d y = — , prodibitque ■ = 

1 rn J n 1 1 n n 


— — — X2f feu m ' Y' = zmn c X — nn XX, qua eft 

aquario generalis pro Eiiipfi ad alterum Axem principalem 
relata ; unde inreliigitur omnes Eiiipfes effe Lineas curvas 
Circulo affines. Quare, omnes Eiiipfes funt quoque Curva inter 
fe allines. Simili autem modo ir.teliigetur , omr.es Uyperfco- 
las effe Cunas inter le afiines. Eiiipfes autem, atque etiam 
Hyperbols, in quibus eadem ratio inter binos Axes princi- 
pales intercedit , Curva: erunt inter fe fimiles. 

4 j.6. Quod ad Parabolam carnatione yy = cx expreffom 
atri. . et , perlpicuum quidem eit omnes Curvas ipfi fimiles ciuo- 
que clfe Parabolas , atque adeo omnes Parabolas effe Curvas 
inter fe finales. Quod ii autem ad Curvas Parabois affines 

fpcdcm.us , pofito y = — — & x = -—~ , prodibit aquatio Y ’ 


= a c X , qua cum etiam fit pro Parabolis, manifefium eff. 


Euleri Introduci, in Ar.al. infm. Tcm. II. Ii h 


C a r. 

XVI II. 
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Lib. II. quae Curvs Parabolae fint affines, eafdem fimul Parabols efTe 
fimiles ; ita ur hoc calli limilitudo sque late pateat atque 
affinitas. Idem quoque evenit in omnibus Curvis , quarum 
natura exprimitur aequatione duobus tantum terminis conflante, 
ctijufinodi lunt y' = ccx\ y' = cxx ; y‘x=c'; &c. ; his 
nimirum Curvis , cum parabolicis tum hyperbolicis, qus alia? 
Curva: liint allines esdem quoque funt fimiles ; qus conve- 
nientia in Cursis aiius generis uon locum habet, uti jam de 
Circulo & Ellipfi notavimus. 

447. Quemadmodum ex data squatione inter x & y , 
quam quotcunque quantitates conflantes a , b , c , &c. ingre- 
diantur, fi lingulis conflantibus determinati valores tribuantur, 
unica Linea curva determinata oritur; ira , fi una conflantium, 

• puta a mutabilis affumatur , eique fuccefnve alii atque alii 
valores tribuantur , quia ex unoquoque valore peculiaris Cur- 
va nafcitsir , omnino infinitas Curva: orientur, qua: erunt fimi- 
les fi , pister a , nulls alis Lines conflantes aquationem in- 
grediantur ; contra vero diffimiles. Sin autem, prstcr a, alia 
quoque conflans b mutabilis flatuatur ; tum , ob mutabilita- 
tem ipfius b , ex unoquoque ipfius a valore emergent Lines 
curvs infinits , ficque omnino ex mutabilitate duarum confian- 
• tium a & b infinities infinits provenient Lines curvs diffe- 
rentes. Si infuper tertia conflans c mutabilis affumatur , tum 
adhuc infinities plures refultabunt Lines curvs ; ficque quo 
major fuerit conflantium , qus mutabiles flatuuntur, numerus, 
eo majore infiniti poteflate numerus Curvarum refultantiuni 
exprimetur. 

44S. Confideremus autem aliquanto diligentius eas Lineas , 
curvas infinitas , qus ex una aquatione prodeunt , dum tan- 
tum una Linearum conflantium mutabilis afPumitur. Hujuf- 
modi autem squatio , fi idem Axis idemque Abfciffarum ini- 
tium retineatur , non foiurn Lineas illas curvas infinitas exhi- 
bet , fed etiam earum politionem indicat , ita ut h:s Curvis 
infinitis fpatium quodpiam impleatur , in quo nullum aflignari 
queat punctum , quin per id aliqua infinitarum Curvarum tran- 
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feat. Prout ergo «quatio fuerit comparata , Curva: ilis infi- C a p. 
nitte vel erunt diflimiles vel fimiles, uti ex prscedentibus ju- ^ 
dicare licet; quin etiam evenire poted , ut omnes Cuna iint 
inter lc non luium fimiles feti etiam «quales , ratione litus 
tantum differentes. Sic ilia cquatio y = a -j- V ( i c x — xx) , 
polita a mutabili , exhibebit infinitos Circulos squales radii = c, 
quorum centra funr in re<?ta ad Axem normali lita. 

4.5,9. Hinc etiam vicdlim , (i una eademque Curva fuper 
plano in infinitis divcrlis litibus fecundum certam legem delen- 
iretur , «quatio p taberi poterit, qua per unius cenitantis mu- 
tabilitatem omnes- I v: infinita Curva inter fe squales limul 
exhibeantur. Sit Curva infinitis variis litibus exhibita Circu- 
lus cujus radius = c, qui ita infiniries deferibatur , ut vertices yfxil 
A, a, datam Curvam A a L, qus Dircclrix vocetur, confli- j.yf 
tuant ; Diametri autem a b perpetuo Axi sl B maneant paral- 
ie Ite. Ad aequationem ergo pro his infinitis Circulis invenien- 
dam , fumatur quedvis Direplricis punclum a , unde in Axem 
principalem demittatur perpendiculum, a K. Ponatur AK=a ; 

& , ob Direciricem dutarn , dabitur K a per a : fit ergo K n= 

A, eritque A Funclio quaepiam ipfiys a data. Tum ex a Axi 
principali ducatur parallela ab , qua: erit Diameter Circuli Ver- 
ri ce m in D.rcdl ricis puncto c habentis , ex cujus puncflo quovis 
m ducatur Applicata m P ——y , refpondens Abfcifi® /1 P = .v; 
erit ergo ap = x — a, e: p m = y — A. Pontis autem 
a p = t , & p m = u ; erit , ex natura Circuli , u //= 1 c t — 
tt \ jam, ob t — x — a, lku = y — A, habebitur (y — 

A )’ = 2 c ( x — a ) — ( .r — a )‘ , qua ci i,r «quatio gene- 
ralis omnes Circulos fecundum Dircflrictm AaL modo def- 
cripto difpofitos complectens. Omnes fellicet iili Circuli ex 
aequatione inventa prodibunt, fi Linea a, a qua limul A pen- 
det , mutabiiis afiumatur. 

450. Simili modo fi , loco Circuli , alia quxeunque Linea 
Curva a m b ita promoveatur fecundum duflum Direift ricis 
An L, ut ejus Vertex feti Abfciifimim initium a in DireClrice , 
atque Axis ab fibi perpetuo parallelus maneat, eadem Linea 

II h a 
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Lns. II. curva infinitius defcripta habebitur, atque aquatio inveniri po- 
terit, qua omnium harum Linearum curvarum natura fimul 
comprehendatur. Data fit natura hujus Curvi promoti per 
aquationem inter Coordinatas a p = t & p m = u ; ac , pro 
Axe principali , ad quem omnes Curva: jtindlm cor. Ii de rara: 
referantur fumatur reda AB Axibus ab parallela , qui (inrul 
fit Axis Diredricis A a L. Pofito jam , ut ante -<d /C = t? , 
& Ka = A, ita ut A fit Fundio quidam ipfius a , vocetur 
AbfciiTa AP = x, & Applicata P m =y , erit t =x — a, 
& u=zy — A. Quod fi ergo hi valores loco t &« in iqua-. 
tione inter t & u data fubdituantur , obtinebitur iquatio 
generalis omnes Curvas a m b conjundim compieder.s. Qui- 
cunque enim valor determinatus ipii a tribuatur , prodibit una 
quidam Curva a m b ex infinitis qui per hunc motum funt 
defcripta. Sic , fi Curva a m b fiierit Parabola xq natione 
u u = c t exprefla , tum infiniti Paraboli squales , quarum 
Vertices per Diredricem A a L funt diipofiti , Axelque redi 
'A B paralleli, continebuntur in hac aquatione (y — A)* = 
c ( x — a ). 

45 r. Quemadmodum hic Verticem Curvi A in data Cur- 
va Diredrice ita promoveri pofuimus , ut ejus Axis fibi fcm- 
pcr maneret parallelus; ita' etiam , dum Vertex per datam 
Curvam transfertur , pofitio Axis Curvi a b utcunque variari 
poterit ; ficque multo generalior obtinebitur iqtiario pro ea- 
dem Curva in dato plano fecundum quamcunque legem infi- 
j A B nities defcripta. Quod quo clarius expediamus , ponamus pri— 
XXII. muni Verticem Curvi A per circumferentiam A a ita pro- 
Vig. 91. gredi , ut Axis Curvi ab perpetuo ad Centrum Circuli O 
dirigatur. Motus igitur rotatorius Curvi A M B cum Axe 
B A O circa pundum O fadus exhibebit omnes illos infinitos 
ejufdem Curvi A M B fitus diverfos quos omnes in una 
iqtiatione , quam conllans quipiam mutabilis pofita ingredia- 
tur , compledi oportet. 

455. Statuatur radius invariabilis AO = aO^=c; fitqtre 
angulus A Oa—a.j qui mutabilis allumitur : ex Curvi in firu 
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quocunque amb defcriptx puncto quovis m ad reiftam O A B C a p. 
pro Axe principali aflumtam demittatur Applicata m P,fitque ^ 

O P = x , & P m =3'. Tum ex m in proprium Curvae amb 
Axem a b demittatur quoque perpendicularis m p : vocatifque 
ap =* f & p r;t = u , dabitur xquatio invariabilis inter t & 
v , qua natura Curva: a m b exprimitur. Ex P ducatur P s 
ipfi Ob parallela, cui Applicata m p producta occurrat i:i s; 
eritque ps —x.fin.z\ Op — P x ~ x. ccf. a . ; tum vero , ob 
angulum P m s = AO a = a. ; erit P s = j. fn. c. Scms = 
y coj.a.. Hinc erit O p = c + t = x. ccf. a. + y-fn. a. & r.ip = 
u = y. cof. a. — x.fin. a. In aequatione ergo inter t & u data 
fub(Ktuanturr==x.cq/Ta+y./m.tt — c 8 ut~y.cnf «. x.fin. a\ 
prodibirque xquatio generalis inter Ccordinatas v & y , qux , 
angulo a mutabili aflumto , omnes Curvas amb in ie com- 
pleretur. 

453. Promoveatur nunc autem Vertex Curvx AMB fe- J A3 - 
eundum Di reCtricem quamcunque A a L , interea vero pofitio jqj, p 4 [ 
Axis a b continuo ita mutetur , ut angulus AO a quomodo- 
cunque pendeat a pumfto a. Scilicet , Vertice in a verfante , 

fit AK = a , & Ka= A , atque angulus A O a= a . ; ubi , 
ob Diredtricem datam , erit A Functio qux Jam cognita ip- 
fi as u ; anguli x autem (mus cofinivfvs fit pariter Functio qux* 

piam ipfius a. His pofitis , erit KO = 7^7“’ ^ ^ a== 

. Ex Curvx amb puncto quocunque m primum ad 
Axem principalem A O demittatur perpendiculum m P , tum 
vero etiam in proprium Axem m p , fitque A P = x , P//z = y ; 
8 zap=t, pm=u , dabitarque xquatio invariabilis inter 
Coordinatas t & m, ex qua xquatio variabilis inter .v & y om- 
nes Curvas amb complectens definiri dtber. 

454. Ad hoc prxftandum ex P in m p produChm ducatur 
normalis P s , qux erit Axi Curvx ab O parallela : atque, ob 
angulum Pms— A O a — a., eri: P s — y. fin. a & fflf== 
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DE SIMILITUDINE ET AFFINITATE 

A 


y. ccf. ct. Deinde , ob O P = a -| ; x , erit p s =2 

n. fui. ol. -j- A. cof. et. — x.fin. , & O p — P s = a. cof. a. + 

A. ru/". x /• t »• * /-\ n t A* cof. x 

x. co!. a.. iiinc ent (J p = a cc . a. H 

Wij'. «d J r J tM; r. O. 

A 


x. cof «, + y-f n - «■ = 7 ~ — ~ — r;ideoqi:e t=A.fn.a. — a. ccf x-\~ 

x. cof. a. — y.Jin. «•» & «= — a.ftn. a . — A. cof. a. + x.fin. o. -j- 

y. co!. ce. Qu.tm ob rem , fi in squatione inter t 6e u data 
lubiUtuantur , 


t = ( * — a), ccf a. — ( y — A ). fui. a. 

& 

11 = ( X — a), fn. ot + ( y — A ). cof. a. 

orietur xquatio quefita inter x & y. Quacunque ergo lege 
eadem Cun a a mb in plano infinities deferibatur , hoc modo 
invenietur xquatio generalis hias Curva omnes firnul in Te 
continens. . 

455. Hoc igitur modo in aquationem includuntur Curva; 
numero infinita ctedem , tantum ratione litus a fe invicem dii— 
crepantes; fi quidem equario , qua: inter t & u datur, fuerit 
inrariabiiis , neque conflantem mutabilem a in f‘e continear. 
Quod fi aurem una plurcfve conflantes, qux in xquatione in- 
ter t ct 11 infunt , fimul ab a pendere affirmantur , tum obti- 
nebuntur infinitae Cur vae diverfac, fivc (smiles live diflimilcs , 
eadem pariter aquatione contentas : Sun 'es fciiicet erunt om- 
nes Curvas , fi aequatio inter t St u ita fuerit comparata ut u 
cquetur Fun« 5 lioni cuicunquc hemngenes unius cliruenficnis ip- 
farum t & f , et.iliente f quar.titate utcunque eb a pendente ; 
ftn fecus accidat. Curvas erunt diminues. 

456. Ut hoc argumentum Curvarum diverfarum exemplo 
illufirernus , ponamus infinitos deferibi Circulos AB, a. B , 
a rn B per datum pundlum B tranfeuntes , qui omnes Centra 
fua habeant fit a in recta A E , cujufmodi Circulis in mappis 
geographicis meridiani rcprsefentari foient. Demittatur ex B 
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peqaendiculum in redam AC , fitque D C=c,quod intervallum C a r. 
- eft invariabile. Tum confideretur Circulus infinitorum defcripto- ^ ' v ' ^ 
rum quicunque anili ; unde una demifia Applicata m P , fit C P 
= .r , & P m=y, radius porro hujus Circuli, qui, etfi ref- 
pedu ejufiJem Circuli eft conflans , tamen refpedu omnium eft 
mutabilis , ponatur a E = JlE=a : erit CE=^(aa — cc) & PEz= 
x-\-\/(aa — cc). Cum igitur fit P E' -j - . R m' =aa , erit 
y' -f- x' -(— a.v V ( oa — cc) + aa — cc=-aa ; feu yy=cc — 

2 xyj(aa — cc ) — xx :fmautem intervallum CE ioco conitanris 
variabilis in sequationem introducatur . ponaturque CE = a , 
habebitur hsc aquatio aliquanto fimplicior yy=cc — a ax — 
xx, qus , ob mutabilitatem iplius a , omnes omnino Circulos 
per 11 dudos Centra in reda A E habentes exhibebit. Si- 
mili vero modo Curve quocunque infinitae certa quadam lege 
difpofito ad unam aquationem revocabuntur , dummodo dif- 
crimen inter conflantes variabiles & invariabiles probe ob- 
fervetur. 


CAPUT XIX. 

De interfectione Curvarum. 

457. (Quemadmodum Line® curva: a redis interfccenrur , 
in procedentibus Capitibus jam fiepius vidimus , ubi often— 
dirnus Lineas fecundi ordinis a redis in pluribus quam duo- 
bus pandis fccari non polle , Lineas autem tertii ordinis 
plures quam tres iuterfediones , & quarti ordinis plures quam 
qaaruor & ita porro non admittere. Cum igitur in hoc 
Capite conftitucrim iuterfediones , quas duo quavis Curvo 
inter fe faciunt , definire , oportebit hanc tradationem a 
Lineis redis inchoare, atque ipfa iiia punda indagare, in 
quibus reda quopiam data Curvam datam trajicit. JIuc enim 
modo via parabitur ad iacerfediones mutuas Linearum curva- 




Digitizect by Google- 


1 4 S DE INTERSECTIONE 

ii. rura determinandas , quod argumentum maximum ufum habere 
iblet in conllruendis aquationibus altioruni graduum , qua de 


T A u. 
X } NI. 
D‘i- 9-i- 


re in fcquenti Capite Udius tractabo. 

458 . iit igitur propeiira Curva quacumque AMtn , cujus 
natura data Iit per aquationem inter Coordinaras orthogonsles 
A P = x , 1' 01 — y. Ducatur jam reda quacunque BMm, 
qua quot & quibulquc in pundis fedura lit Curvam Aivlm 
cieiiniri oporteat. Ad hoc q erratur aquatio pro Linea reda 
pariter inter Coordinaras orthogonales x f: y ad eundem 
Axem A P idemejue Abfcifiurum initium A relata, eliquatio 
ergo pro Linea reda erit hujufmcdi ct x qua in- 

dicatur, pofito .v = o , fore y = A D = -- , pofito autem 


y = o , fore .y = — A B = D ; unde , ccncurfus B hujus 
reda cum Axe , pariterque angulus ad B , cujus tangens cft 
= = ~9mL. innctelcit. Sic igitur tam Curva quam 

Itsda propofita per xquaticr.es inter communes Coordinaras 
x 2c y exprimuntur. 

4 p;. Quod fi i;i urraque aquatione AbfcifTus x perpetuo 
squales adamamus, Applicata y, li fint diverla, ofiendeur, 
quantum Curva & redx panda eidem AbfciiTa refpondenria 
a ie invicem dillent. Si igitur ex utraque aquatione squalis 
prodeat vuior Applicat® y , tum ibi Curva & reda commune 
habebunt pundum , ideoqtte eo in loco dabitur interfodio. 
Ad interfectiones ergo inveniendas in utraque aquatione , 
piarer Abfciifas x , quoque Applicata y aquales fune confu- 
tuenda ; ficque habebuntur dux aquationes duas quantitates 
incognitas x <Sc y evolventes , ex quarum re.blutior.e vel Abf- 
cilla .v , quibus interlbdiones rcTpondenr , vel Applicata y 
'reperientur. Scilicet , fi cx illis duabus aqua . . hii bus eliminetur 
incognita y , aquatio nufcetur folam incognitam y complec- 
tens, cujus valores exhibebunt Abfcifus AP , A p unde A.p- 
plicara P M, p m eduda per intcrfcd.ior.urn panda aU&m 
tranfibunt, 


460* 
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460. Cum aequatio pro refla BMm fit ax + (Jy = y, 
•x ea fiet y == ? ~ * ■ * ; qui valor fi in aequatione pro Cur- 

ra loco y fubftituatur , orietur aequatio tantum x continens , 
cujus radices reales praebebunt omnes AbfcifTas , quibus inter- 
fefliones refpondent ; ideoque interfeflionum numerus collige- 
tur ex numero radicum realrnm ipfius x, quas aequatio inventa 

fuppeditat. Quoniam vero in valore ipfius y = - , in- 

cognita x unicam tenet dimenfionem , poft fubltitutinnem 
«merget aequatio, in qua * non plures habebit dlmenfior.es, quam 
antea in aquatione pro Curva ambae xScv conjunflim tenue- 
rant. Habebit ergo x vel totidem dimenfiones vel pauciores , 
fi quidem per fubftitutionem fummae ipfius x potellates tollantur. 

461. Inventis hoc modo Abfciflis A P , Ap, qua: inter- 
feflionibus refpondent , ex iis ipfa interfeflionum punfla M 
& m facile definientur. Cum enim Applicatae in punflis P & p 
erefl® per interfefliones tranfeant , ea tantum punfla erunt no- 
tanda , ubi hae Applicatae reflam BMm fecanr. Notari quoque 
pollent punfla , quibus illae Applicat® Curva: A Mm occur- 
runt ; cum autem faepenumero una Applicata Curv® in pluribus 
punflis occurrat , incertum foret quodnam Curv® punAum 
fimul interfeflionem fit pr®biturum. Hoc autem incommodum 
ufu non venit, fi interfefliones ex refla BMm aeftimentur ; 
quippe a qua unaqu®que Applicata non nifi in unico punflo 
fecari poteft. Quod fi autem eveniat, ut duo ipfius x valores 
fiant inter fe squales, tum duo interfeflionum punfla Mfk m 
in unum coalefcent ; quo ergo cafu vel refla B M Curvam 
tanget , vel eam in punflo duplici fecabit. 

461. Si, eliminata incognita y , ®quatio refultans qua x 
definitur, nullam habeat radicem realem , tum hoc erit indi- 
cium Curvam nulquam a refla B Mm fccari vel tangi ; radices 
autem reales (quotquot fuerint) illitis aquationis oftendent toti- 
dem interfefliones ; quia unicuique AbfcilT® reali una refl® 
BMm Applicata realis refpondet ; cui cum fit squalis Ap- 
Euleri Introduci, in Anal. injin. Tom, II. I i 
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Lib. II. plicata Cun a: , fieri non poteft , quin ibi nulla exiftat inter- 
fe&io. Hxc ideo illo loco probe fiunt notanda , quod in in- 
terfectione Linearum curvarum non fiemper fingulx radices to- 
tidem interfeCliones indicent ; cujus ratio mox fiet manifefta , 
cum duas Lineas curvas contemplabimur , earumque interfec- 
tiones inveftigabimus. 

Tab. 4 63. Sint igitur defcriptx dux Curvx quxcunque ME m T 

XXIII. M Fm , qux fe mutuo interfecent ; ad quarum inteferctiones 
F‘S- 9 5 - definiendas , natura utriufque exprimatur per xquationem inter 
Coordinatas orrhogonales x & y ad eundem communem 
Axem AB idemque Abfcifiarum initium A relatas. Sumtis 
• ergo pro utraque Cuna Abfciffis x xqualibus , ubi dantur 
interfeCtiones , ibidem Applicatx y convenient. Quocirca , 
fi ex duabus Curvarum xquationibus propofitis , eliminando 
y , formetur nova xquatio folam x tanquam incognitam in- 
volvens , interfeCtiones omnes M, m, m , quotquot fuerint, 
indicabuntur per radices reales iftius xquationis; fcilicet, Abf- 
cilfx A P , Ap, A p , &c. qux interfeCtionibus M t m ,m, &c. 
refpondent , erunt valores ipfius x convenientes pro illa 
aquatione. 

464. Inventis autem Abfciffis his A P , Ap &c. , qux in- 
terfeCtionibus conveniunt, non tam facile erit ipfa interfeCtio- 
num punCta definire. Si enim pro utraque Curva eidem Abfi- 
ciffix A P plures Applicatx refpondeant , quod evenit , fi pro 
utraque Curva fuerit y Fun&io multiformis ipfius x, tum ex 
hac duplici Applicatarum multitudine eas , qux fint inter fe 
xquales , eligi oportet : qux inveftigatio eo erit moleftior , 
quo plures valores Applicata y in utraque Curva obtineat. 
Huic tamen difficultati facile occurretur, fi, dum ex binis 
xquationibus propofitis Applicata y eliminatur , ea xquatio in 
fubfidium vocetur , qua y per x definitur ; ex hac enim 
xquatione pro quovis ipfius x valore invento cognofcetur mag- 
nitudo Applicatx ex punCto P ad interfeCtionem ufque per- 
tingentis ; neque ad hoc opus erit , naturam alterutrius vel 
adeo utriufque Curvx perpendiife. 
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. Sit una Curva Parabola , cujus natura hac exprima- C apJ 
tur aquatione yy — i; xy-\~xx — iax=. o; altera vero ^ 
fit Circulus aquatione yy-J-xx — cr = o , exprefl'us. Ad " 
y elimininandum fubtrahatur primum prior aquatio a pofte- 
riori , ac remanebit • * 


i. xy -\-ia x — cc= o , unde fit y =— — 

ex qua jam patet , quicunque valores pro x refultent , iis fem- 
per valores ipfius y reales repertum iri. Subftituatur ergo iftc 
valor pro y inventus in altera aquatione , ac prodibit 

c* — 4 accx + 4(aa — c c ) xx +4.Y 4 = o , 

cujus adeo aquationis lingula radices reales prabebuat inter- 
fectiones veras. Ponamus cfle c = 1 a ideoque 

4 a 4 — 4 a' x — 3 aaxx -{- x* = o , 


cujus aquationis una radix eft x = x a, qua extraCta rema- 
nebit hac aquatio 

x'+iflxr+afl x — 2 a' = o , 
qua unam adhuc prabet radicem realem ; utrique autem Appli- 
cata conveniens invenitur ex hac aquatione y = ~ ax , 

priori fcilicct x= 1 a , rcfpondebit y = o , ita ut interfeCtio 
in ipfo fiat Axe. 


4 66. Hinc intelligitur quoties amba aquationes inter x & y 
ita fuerint comparata, ut in negotio eliminationis ipfius y in- 
veniatur Fundtio rationalis ipfius x qua aqualis fit ipfi y ; 
tum unamquamque radicem realem ipfius x , quam ultima 
aquatio , ( poftquam y penitus eft eliminata , ) prabebit, exhi- 
bituram efie interfectionem veram. Verum , fi inter eliminandum 
nulla inveniatur Fumftio rationalis ipfius x , qua aqualis fit ipfi 
y; tum evenire poteft , ut non omnes radices reales ex ultima 

lix 
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aequatione eruti praebeant interfectiones veras. Tantus enim' 
fubinde valor pro x prodire poteft , cui in neutra Curva Ap- 
plicata realis refpondeat ; neque tamen hoc cafu calculus er- 
roris eft arguendus. Cum enim hujufmodi Abfcilfi pro utra- 
que Curva Applicata imaginaria refpondeat , in imaginariis au- 
tem iqualitas & inaequalitas aeque locum habeat atque in rea- 
libus ; nihil impedit , quo minus Applicati illi imaginariae inter 
fe fint aequales , ideoque interfeClionem mentiantur. 

467. Ad hoc clarius oftendendum , deferibantur fuper eo- 
dem Axe B A E Parabola E M Paramctri = u, & extra 
eam Circulus A m B Radii = c : exiftente intervallo AE=b\ 
ita ut certum fit nullam prorfus dari interfeCfionem. Sumatur 
A pro AbfcilTarum initio , quae verfus E affirmativae , retro 
autem verfus B negativi ftatuantur ; atque , pro Parabola ha- 
bebitur hic iquatio yy=zax — zab; pro Circulo vero hic 
yy= — zcx — xx. Quod, fi jam , quafi interfeCliouem indagare 
velimus , eliminemus y , ftatim habebimus xx + z (u-j-c) x — ■ 

2 . ab = o , ex qua duo pro x valores reales reperiuntur, nempe 

x — — a — c+V((fl + c)’ + zab), 

alter affirmativus, alter negativus; cum tamen nulla exilia* 
tnterfe&io. Pro his fcilicet duabus Abfciffis tam Parabola quam 
Circulus exhibebit Applicatas imaginarias , qui , utut imagi- 
narii , tamen inter fe erunt iquales : fiet autem hoc ipfius x 
valore fubftituto 

y = V C — 1 aa — 1 — z ab + i a ^(aa -f- zac + cc z ab) )• 

qui expreffio utique eft imaginaria. 

468. Ex hoc exemplo intelligitur dari etiam Curvarum in- 

terletftionem imaginarias ; qui , etiamfi fint nulli , tamen per 
calculum ique indicentur ac reales. Atque hanc ob rem ex 
numero radicum realium ipfius x , quas ultima iquatio conti- 
net , non 1'emper interfedlionum numerus redle concludetur ; 1 

ieri enim poteft ut plures radices reales aclfint quini inter* 
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fe&iones atque etiam nulla omnino exiftat InterfeCHo ; cum 
tam^jj dui plurefve radices reales ipfius x refultent. Interim 
tamen quaelibet interfectio femper unam inducet radicem rea- 
lem ipfius x in iquationem ultimam ; & hanc ob rem femper 
tot , ad minimum , erunt radices reales ipfius x , quot funt 
interfe&iones , etiamfi interdum plures radices reales affuerint. 
Utrum autem unicuique radici reali ipfius x interfectio realis 
refpondeat facile perfpicietur , fi valor ipfius y refpondens qm- 
ratur , qui fi prodeat realis , interfectio erit realis , fin fit ima- 
ginarius interfeCtio quoque erit imaginaria vel nulla. 

4 6y. Ha:c igitur exceptio feu differentia inter radicum rea- 
lium ipfius x & interfeCtionum numerum tantum locum habet, 
fi vel in utraque iquatione Applicata y pares tantum ubique 
habeat dimenfiones , atque adeo Axis principalis fimul fit utri- 
ufque Curvas Diameter ; vel fi ambae aequationes ita fuerint 
comparatae , ut , dum eliminatur yy , fimul y ex calculo exce- 
dat ; ficqueyper FtinCfionem rationalem ipfius x exprimi ne- 
queat. Sic , fi altera aequatio fuerit yy — xy=aa , altera 
vero y' — zxy' -| - x'y = bbxx ; cum ex priori fit (yy — xy)* 
= a“ , feu y" — l.xy' = tf , — xxyy , fubftituatur hic valor 
in altera , eritque d ' — xxyy -j-x'y =bbxx , feu yy — *y = 

* ■ bhx — =aa : unde fit xx = — — ideoque x = 

xx aa bb *■ 


■ , ‘V*... . Videtur ergo dari duplex interfeClio , fed an utra- 

\{aa-\-bb) o r 

que fit realis ex valore ipfius y colligi debet , quem hic 
aequatio yy — • xy = aa fuppeditat. Erit ergo 

yy = ^fbb) aa » cu j us 01111 o mne s radices fint reales , 

patet quatuor dari interfeCHones , ita ut utrique Abfciffae x = 

,, ± a , a binae interf.Cliones reales refpondeant. 

V ( aa -f- bb ) r 

470. Quando autem neque Axis urriufque Curvi Diame- 
ter exiflit , neque ifle cafus locum habet , ut dum altiores ip- 
fius y poteftates eliminantur, fimul y prorfus eliminetur; tum. 


Caf" 
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quia ad Functionem rationalem ipfius x pervenietur ipfi y 
aequalem , linguis rudices reales ulrims aequationis totidem in- 
dicabunt interlectiones veras , ita ut his cafibus nulla cautione 
Iit opus. Evenit hoc , fi altera Curva abeat in redam , uti 
ante vidimus , vel , fi ejus Applicata exprimatur per Fundio- 
nem uniformem ipfius x ; tum enim nulli Abfcilfx refpondebit 
Applicata imaginaria ; ideoque fingulx radices ipfius x exhibe- 
bunt interfediones veras. Plerumque autem , etiamfi y in 
utraque squatione plures obtineat dimenfiones , tamen inter 
eliminationem ipfius y , perveniri folet ad xcjuationem , qua 
valor ipfius y per Fundionem rationalem , ideoque uniformem , 
ipfius x exprimitur. 

471 . Quoties autem accidit, ut aliquot interfediones quas 
calculus exhibet, fint imaginaria; , id non folum iis evenit ca- 
fibus , quando neutra Cuna habet Applicatam realem illi 
Abfciffs inventx refpondentem ; quod quidem fadum eft in 
fuperiori Circuli & Parabola: exemplo. Sed etiam ejufmodi 
cafus exhiberi poliunt , quibus una Curva pro omnibus Abf- 
cillis prsbet Applicatas reales , neque tamen fingulis radicibus 
realibus ipfius *• interfediones refpondeant. Hujufmodi exem- 
plum prsbet Linea tertii ordinis, hac squatione exprelTa 

y' — 3 a yy + iaay — 6ax ; c = o , 
qus pro omnibus Abfcillis reales prsbet Applicatas ; & qui- 
dem ternas fi fuerit x minor quam -j y/ -L. Quod , fi cum 

hac Curva combinetur Parabola squatione yy — zax = o, 
contenta, cujus nulla datur Applicata rea lis , fi x fit negati- 
vum , ideoque Abfcillis x negativis nulla interfedio convenire 
potell. 

471 . Eliminetur jam y : &, cum fit ex squatione pofte- 
riori yy—zax , prior «quatio abibit in hanc 

laxy — 6aax + zaay — 6axx = o, unde fit 
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Quoniam vero illa aquatio eft clivi— 


x. 


y iaa -J- lax 

fibilis per y — 3 x ; fi dividatur , orietur aquatio ab y libera 
hac xaa + tax = o , unde oritur x = — d. Deberet ergo 
efle interfe&io Curvarum refpondens Abjcifla x = — a, cui 
in Parabola nulla applicata realis refpondet : in Linea autem 
altera tertii ordinis , pofito x = — a , fit y' — 3 ayy-\-xaay — 
6d v = o , ex qua una nafeitur Applicata realis , y= ya , re- 
liqui duo ipfius y valores in aquatione yy 4- z aa = o 
contenti , funt imaginarii ; hoc fcilicet loco Applicata illa 
imaginaria aquales fiunt Applicatis Parabola imaginariis eo- 
dem hoc loco ; ficque habebuntur dua interfectiones imagi- 
naria. Habebuntur vero etiam dua interfectiones reales ex 
fuperioris ' aquationis Fa« 5 tore y — 3 x = o , oriunda ; ex 
qua fit tjxx — 1 dx = o 
farum imtio , ubi x = o 


Primum ergo in 
fimulque y = o , 

feCtio, altera refpondet Abfci(Ta x = — , ubi eft y=yx= 


ipfo Abfcif- 
exiltit inter- 


1 a 


473. Hoc igitur cafu perventum eft ad interfeCtiones ima- 
ginarias , etiamfi in negotio eliminationis ipfius y , prodierit 
aquatio 1 axy — 6 aax -+• taay — 6 axx = o , in qua y unicam 
tantum obtinet dimenfionem , ita ut inde y per Funftionem 
rationalem ipfius x exprimi polfe videatur , quod ante tan- 
quam criterium nullarum interfeCtionum imaginariarum anno- 
tavimus. Atque revera , fi hac aquatio nullos haberet divi— 
fores , interfeCtionibus imaginariis nullus locus relinqueretur , 
quoniam vero hoc cafu per divifionem elicitur aquatio Ap- 
plicatam y non amplius involvens , perinde eft , ac fi y per 
FunCtionem rationalem ipfius x exprimi non pollet. Quoties 
fcilicet hujufmodi aquatio in FaCtores eft refolubilis , pro uno- 
-quoque FaCtore feorfim judicium eft ferendum , unde fit, ut, 
dum alter FaCtor interfcCliones imaginarias penitus rcfpuit , 
alter eafdem admittat. 


474. His perpenfis , oftendamus aliquanto diftinCtius , quem- 


C A p. 

X 1 x. 


jr*- 
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II. admodum duabus quibufvis Curvis propofitis earum interfec- 
tiones definiri debeant : atque , cum hac inveftigatio ab eli- 
minatione alterius Coordinata y pendeat , ad hujus tantum 
dimenfiones , quas in utraque aequatione obtinet , erit refpi- 
ciendum. Eliminatio enim eodem modo abfolvetur , utcun- 
que altera Coordinata x utramque aquationem afficiat. Sint 
igitur P , Q , R , S , T &c. , itemque p , q , r , s , t &c. , 
Funftiones quacunque rationales ipfius x : ac primo quidem 
ponamus ambas Curvas , quarum interfe&iones requiruntur , 
exprimi his aquationibus 

I. 

P + Qy = . 

I I. 

p + qy = ° 

multiplicetur prior aquatio per p , pofterior per P ; atque ha 
aquationes a fe invicem fubdu&a relinquent hanc aquationem 
ab y prorfus liberam . 

p Q — P q = o. 

Hujus igitur aquationis , in qua fola incognita x , prater conf- 
tantes , ineft , omnes radices reales ipfius x prabebunt pundta 
in Axe , quibus interfe&iones imminent. Pro quocunque va- 
lore ipfius x invento habebitur valor ipfius y realis ex alterutra 

aquatione y = ^ = ~~ > qui interfedionem indicabit ; 

unde , fi utriufque Curva Applicata y exprimatur per Func- 
tionem rationalem feu uniformem ipfius x , nulla interfec- 
tiones imaginaria locum inveniunt. 

475. Exprimatur jam alterius Curva Applicata y per Func- 
tionem uniformem ipfius x ut ante ; alterius vero per Func- 
tionem biformem , ita ut fit 

I. 
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I. 

P + Q y = ° 

i i. 

P + qy + ryy = o, 

multiplicetur prior rquatio per p , pofterior per P, & a fe in- 
vicem fubtrahantur , fa&aque divifione per y , erit 

I I I. 

p Q — P q — P ry = o, 
feu 

(P q — pQ) + Pry= o. 

Nunc multiplicetur prinia per P r, & tertia per Q , atque ; 
facla fubtra&ione , emerget hsc squatio ab y libera. 

PPr — PQ?+/>QQ = o. 

Hujus aequationis ergo fingul® radices prsbebunt AbfcifTas 
interfe&ionibus refpondentes quibus cum Applicat® reales 

y = — — = - — j, -- — - conveniant , interfectiones erunt 
reales. 

476. Sit, ut ante , alterius Curv® Applicata squalis Func- 
tioni uniformi ipfius x ; alterius vero Curv® Applicata ex- 
primatur per squationem cubicam ; feu , fit Fun&io triformis 
ipfius x, ita ut bin® squationes propofn® fint hujufmodi : 

I. 

P + Qy= o 

1 1. 

p + qy + ry y + sy' = 0. 

multiplicetur prior per p & poderior per P ; altcraque ab al- 
tera fubduCta ac divifione per y faCta , erit 

I I I. 

(P? — p Q) + P ry + Psyy— o, 

Euleri IntroduH. in Anal. injin. Tom. 1 L K k 
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^ IP ' ^ in qua G loco y valor ex prima y = — fubftituatur & st 
fra&ionibus liberetur , proveniet ifta aequatio 

PQQ ? = pQ’ — P'Qr + P , s = o t . 
feu 

QV — PQV + P‘Qr— P’s = o, 


quae eadem ftatim prodit, fi in fecunda aquatione loco y ejus 
valor ex prima fiibftituatur. Hujus ergo ultima aqua- 

tionis omnes radices reales ipfius* , quoniam fmgulis per pri- 
mam aquationem y = ^Applicata reales refpondent, to- 

tidem interfedliones veras monftrabunt. 

477. Simili modo, fi alterius Curva Applicata y exprima- 
tur per aquationem quatuor pluriumve dimenfionum , dum al- 
terius Applicata manet Funffio uniformis feu rationalis ipfius- 
pe , facile incognita y eliminatur. Sint enim ambs aquatio— 
nes propofita 

r. 

p + Q y = 

1 1. 

P + q y + ry' + S y' + ty* = a ; 

atque , cum ex priori fit y = hic valor inaltera fubf- 

titutus dabit aquationem inter x & cognitas tantum hanc 


Q> — PQ'?+P’Q‘r — P’ Q s + P' t = o. 

Hujus ergo aquationis fingula radices ipfius x reales fuppe- 
ditabunt totidem interfe&iones veras ; proptera quod unicui- 
que Abfcifia x ex prima aquatione aflignari potefi una Appli- 


cata y realis , nempe y = 



478. Exprimatur jam utriufque Curva Applicata y per 
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equatlonemquadraticam ; ac primo quidem puram , ita ut aqua- C a t: 
tiones ambx fiut hujufmodi ^ 1 X. 

I. 

P + R y y = o 

I I. 

P + ryy — o 

ex quibus, eliminando y y, (tarim obtinetur Iuec aquatio, 

P r — R p = o , 

cujus fingula radices reales tum folum demonftrant interfe&io- 
r.es veras , fi valores ipfius x inventi ita fuerint comparati, ut 

^fiat quantitas affirmativa ; tum enim, ob yy = 

p — ~ y Applicata y duplicem nancifcetur valorem rea- 

Iem , alterum affirmativum alterum negativum ; ideoque cui- 
que Abfciff* x valori ex aquatione P r — R p = o , invento , 
bina refpondebunt interfe&iones , ab Axe utrinque aquaiiter 
dillantes , quod , cum Axis utriufque Curvx Diameter exifi- 
tat , aliter evenire non poteft. Quod fi autem quis valor 
ipfius x ex aquatione P r — R p = o , inventus expreflionibus 

— — = — inducat valorem negativum ; tum , ob y ima- 
ginarium , interfectiones quoque erunt imaginaris. 

479. Adfit nunc in utraque aquatione propofita quadratica . 
fecundus quoque terminus continens y , fintque ambx aqua- 
tiones propofita ifia 

I. 

P + Qy + Ryy = o 

I L 

P + qy + ryy = o. 

Ad incognitam y ex his aquationibus eliminandam multiplice- 
tur primum illa aquatio per p , hac vero per P , fadaque 
fubtratfione & divifione per y , erit 

Kki 
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Lib. II. III. . 

(P? — Qp) +(?>• — R /0y = o * 

Deinde multiplicetur prior tequatio per r t polterior vero per 
JI , ait era que ab altera fubtra&a habebitur 

I V. 

(Pr — R /0 + ( Qr — R q)y = °. 

Cum igitur ex his duabus aquationibus fit 

__ Q p P i 7 R p — P r 

y iV it p Q r R <1 

erit 

(Qp— P ? )(Qr— R ? ) + (Pr — Rp)‘=o, 

feu 

PV — iPRpr -j-R'/! 1 + Q'pr — PQ?r — QR/>? + PR?’ = o. 

Cujus aquationis fingulat radices reales oflendent totidem in- 
terfectiones veras , li quidem cuique valori ipfius x valor rea- 
lis ipfius y convenit * ex aquatione III. vel IV. Inrerim 
tamen fieri poteft , ut interfectiones fint imaginaria , qnod 
evenit fi aquationes III. & IV. habeant FaCtores ; ita ut ex 
iis jam per divifionem aquatio ab y libera elici queat. Tum 
enim hsc aquatio in locum ultima: fubltirui, atque advalores 
ipfius y inde erutos ex primis aequationibus valores ipfius y ref- 
pondentes quasri debebunt ; qui fi fuerint imaginarii , hoc erit 
indicio interfectiones effe imaginarias. 

480. Sit porro in una Cun a Applicata y Fun&io biformis , 
in altera autem triformis ipfius x ; ieu , fint ambae Curvarunt 
aquationes propofitae ha: 

I. 

p + Qy + Ryy = 0 
1 1. 

P + ?y + ryy + *y' =0. 

Multiplicetur prior per p , polterior per P , alreraque ab altera 
fubtracta remanebit 
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I I I. 


( p 7 — Qp) +(P^ — R/Oy + Pijj = o , 

qua cum prima conjuncta exhibet cafum in pracedente para» 
grapho pertractatum ; ita ut , qua ibi erant p , q , r , hic fuit 
Pj — Qp > Pf — R /> , & P s : idcoque reperietur hic 

P Q 7 QQn PPr-J-PRp 

^ pn PRy4 -yujT » 

& 

P R g Q R r P P r 

j PQi — PRr 4- Rhp ’ 
unde fit 


*=(PR ? Q R p PPr)’-f(PQr PRr+RRj) 

(PQ.? — Q'p — P'r+ PRp), 
qua aquatio evoluta dat 


-»iP'R ?} 

P 's' P Q rs 

+ P' K rr 


4 - P' 


5 P’ Q R p s 

PR{? 


Q' i r 
P‘QR?r 
iP R ‘pr 


PQR 'P9 , 

— PQ 'ps + Q‘R*P 
4 - py Ppr — Q'RV 
4- PR’pp 


C a r. 
X i X. 


qua , ob ultimum terminum evanefeentem , divifibilis eft per 
P , ficque prodibit hac aquatio 

4- PV lP Rcr P Qn4- ;PQR^4- PQ’^ Q>j4- R>’ 

4-P'Rr* PQRyr lPR>4-Q Rpr4-PR ‘g‘ QR> ? °* 

Ex cujus aquationis radicibus reatibus interfectiones cognof- 
centur , fi quidem ipfis valores reales ipfius y refpondere de- 
prehendantur. 

48 1. Exprimatur nunc utraque Applicata per aquationem 
cubicam , lintque amba aquationes propolita ha 

I. 

P + Qy + Ryy + Sy' = o 
I I. 

P + qy + ryy + s y' = o. 


I 
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II. Multiplicetur prior per p , pofterior per P , fadaque fubtrac- 
tione alterius ab altera , remanebit 


I I I. 

(Rq — Qp) + (P' - — R/Oy + (Pj — $p) yy = °‘ 

Deinde multiplicetur prior per s , pofteriorque per S , fadaque 
fubtradione remanebit 

I V. 


( s p — Ps + (S9 — Qs )y -f (Sr — Rs)yyn=o. 


Hae aquationes III. & IV. fi comparentur cum binis aqua- 
tionibus $. 479. tradatis , fiet ut (equitur 


P = P q — Q p 
Q = P r — Rp 
R = P; — S p 


P 

? 



Ps 

Qs 

Rs 


Quibus -in aquatione finali fubftitutis , emerget 


+ ( P«— ~Qp)’( Sr Ri)‘ 2 ( ?q—Qp) ( Ps—Sp){Sp—?s){Sr—-Rs) 

+ (Vs — Sp)‘{Sp P,y-KPr R/»)*(Sp Ps)(Sr— Rs) 

( P 1—Qp) (Pr—Rp ) ( Sq—Qs) (S»— R s) — ( Pr— R/>) ( Ps — S;) 

( Sp— Ps) {Sq—Qs) + ( P? — Qp ) ( P*—Sp) (S ? — Qs)‘ = o. 

In hac aquatione feptem funt termini , qui omnes funt divi- 
fibiles per Sp — Ps , prater primum & quintum ; qui autem, 
fi conjungantur / duos habebunt Fa&ores , alterum (P q — Qp) 
(Sr — Rs) , alterum vero (P9 — Qp) (Sr — Rs) — 
(Pr — Rp) (Sq — Qs) , qui pofterior refolutus fit = 
PQrs+RSpy — PRys — QSpr ideoque , = (Sp — Ps) 
(Rq — Qr) ; unde termini I. & V. coalcfcent in hanc for- 
mam (P q — Qp) (Sr — Rs) (Sp — Ps) (Rq — Qr) 
quoque per Sp — Ps divifibilem. Quocirca orietur hac 
aquatio 
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0= (Pj Q/>) ( Sr Rj) ( R? Qr) -J-l ( Py Qp) (S p Ps ) C \T. 

(S r Ri)-KSp Pj ) ' -f- ( Pr Rp)‘(Sr Ri) + CPr— Rj>) X1X - 

(Sj> — Pj ) ( Sq — Qs ) — ( P? — Qp ) ( s? — Qr )‘ 

qua evoluta dabit 

+ sy 3PS>'j + P‘Sr' + iPR 'prs P'Rr'j + P‘Qrss -f PRS.yjr 

• P V ' 4- 3 P‘ V R V* lPRSpr’-j- R ‘Sp'r RSS p‘q QQR prs 

' PR‘y^i PQSjrr -f~ PQRfrr 4" 3 PSS/?jr 3 PPSJM -j- PQS prs 

"H Q Sprr 4" QRR/i^i — QRS^jr — 3?QR/>5i -f- yQRSpps — PRS/jjx 
+ iP'R?ji-f iPQS? 9 j — PSS*' — PQ’jii — zQS 'ppr — 
a QQS pqs + Q' p SS -f- QS ' pqq = o. 

48 z. Quo methodus ifta eliminandi y ex duabus aquatio- 
nibus altiorum graduum clarius percipiatur , ponamus utramque 
aequationem propofitam e (Te quarti ordinis 

I. 

P + Qy + R/ + Sy' + T y* = o 

I I. 

p + <jy + y' + s y' + — ° > 

multiplicetur aquatio prior per p , pollerior per P , atque poft 

fubtradHonem relinquetur 

I I I. 

(P? — Qp) + (Pr— Rj,)j, + (P, — Sp)y + { ? t— Tp)y'=o. 

Deinde multiplicetur aquatio I. per t , pofterior 1 1 . per T , & » 
fa&a fubtradione , remanebit . 7 

I V. 

(Pr — Tp)+(Qr — T<7)>4(Rr— Tr)/ + (Sf — Tj)y=o. 

Ponatur nunc brevitatis gratia 

P q — Qp = A P t — T p = a S q — Qs = «• 

P r — R p = B Qr — T q = b R q — Q r = fi 

P s — S p = C R r — T r = c 

P r — T/> = D S r — T s = d 

ubi notandum eft efle non folum a = D ; fed effe quoque 


r 
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Dii INTERSECTIONE 
Ad — Cb = (Vt — T P ) (S P — Q' = D* 

Ac — B£ = (Pr — T» (B? — Qr==D(3. 

His ergo fubflitutionibus aquationes III. & IV. induent has 
formas 

I I I. 

A + By + Cyy + Dy'=o 

I V. 

a + by - h cyy + dy' = o. 

Nunc porro aquationes ha multiplicentur refpeftive per d & 
D , & a fe invicem fubtrahantur , prodibitque 

V. 


(AJ — Da +(B</ — Di)y +(C«/— Dc)y* = o. 

Tum eadem illa aquationes multiplicentur per a & A , & poft 
fubtraclionem relinquetur 

V I. 

(Ab — Ba +(Ac — Ca) y + ( Ad — Da) y’ = o. 


Jam ftatuatur iterum brevitatis gratia 


A b — B a = E 
Ac — Cii = F 
Ad — Da = G 


Ad - 
B d- 
Cd 


Da = e 
Db =/ 
- Dc 


Cb — Bc = £ 


eritqtie G = e ; & Eg — F/=G(f ; .ita ut & Eg Ef 
fit divifbile per G. Hinc fequentes habebimus aquationes 

V. 

E + Fy + Gy y = o 
V I. 

e + fy + gyy — o. 

Ex quibus per fimilem operationem eliciuntur iflat 
-* V I I. 

(E/— FO + (Eg — Gc)y = o 

VIII. 

(Eg — Ge) +(Fg — Gf)y==°. . 

Denique 
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Denique iterum ponatur brevitatis gratia Car 

X I X. 

E / — Fe = H E » — G e =h 

E g — G e = I F g — G f = i 

ita ut fit I = h , habebiturque 

V I I. 

II -f - 1 y = o 

VIII. 

h+iy — o, 

cx quibus tandem colligitur haec aequatio ab y libera 
Hi — IA=o. 

In qua fi valores praecedentes fucceflive reftituantur, obtinebi- 
tur aequatio quam folae Fundiones PjQjR, &c. p, q,r, &c. 
primarum aequationum ingredientur. zEquatio vero inter E , 

F , G ,e,f, g , divifibilis erit per G == e ; atque, fi proceda- 
tur ad litteras A,B,C, D , a , b , c , d , aequatio refultans 
divifionem admittet per D’ = a' , ita , ut in aequatione ultima 
quivis terminus odo tantum complexurus fit litteras , quatuor 
majufculas, totidemque minufculas. Hoc itaque modo in ge- 
nere , quotcunque dimenfiones ipfius y utraque aequatio pro- 
pofita contineat , femper incognita y , poterit eliminari , atque 
aequatio , quae folam incognitam x involvat , inveniri. 

483. Etfi hujus methodi ex duabus aquationibus unam in- 
cognitam eliminandi ufus latiflimc patet , tamen aliam adhuc 
methodum fubjungam , qua tot repetitis fubftitutionibus non 
indigeat. Sint igitur propofita duas asquationes quotcunque 
dimenfionum 

I. 

Vy m -hQy ' 71 1 +Ry' 7 ' 1 +Sy m ~ 3 +&c.= q 

I I. 

py n +<iy n I + 2 -l- &c. — o , 

Eulcri Introduci, in Anal. ir.fir.. Tom. II. L 1 
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II. ex quibas unam aequationem , in qua y amplius non infit , 
conflari oporteat. Ad hoc multiplicetur aequatio pofterior per 
hanc quantitatem 

p /— "+ A r ‘ 1 + *y k — n — x +Cy k — n —l + 8 :c. , 
qua e A: — n litteras arbitrarias A, B, C, &c. , continet. 
Aquatio vero prior multiplicetur per hanc quantitatem 

py +ay ~rby -]-cj &c. , 

in qua k — m littera arbitraris a , b,c, & c. , infunt. Tum 
ambo producta ita inter fe sqtialia ponantur ut omnes termini 
qui continent poteftates ipfius y fe mutuo deftruant , termini- 
que ultimi ipfa y carentes sejuationem qusfitam exhibeant. 
Suinmx autem poteftates jam fponte fe deftruunt , in utroque 

enim producto fummus terminus ent P py fuperfuut ergo ad- 
huc k — I termini , qui deitrui debebunt , ad quod totidem 
littera arbitraris 1 'unt determinands. Numerus autem littera- 
rum arbitrariarum fic introductarum eft z k — m — a , qui cum 
squalis efTe debeat k — 1 , fiet + n — 1. 

484. Hanc ob rem prima xquatio multiplicetur per hanc 
quantitatem indeterminatam 

py" ' + ay n 2 + by n 1 + cy n 4 + &c. , 
fecunda vero squatio multipi cetur per hanc 

Py m— 1 ‘+ Ay m ~ : l +Vy ' n ~ 5 + Cy OT ~ 4 + &c. 

Singulifque terminis , in quibus f miles ipfius y occurrunt pote£ 
tates , inter fe coaequatis., nafecinur lequentes squationes 

p r = r P 

+ q P 

P h -1- Q<z + Rp = p B q A + rP 
Pc+Qi-rBfl-hSp = p C + ^B + rA + aP 

&c. 


Digitized by Googl 


CURVARUM. 167 

Hujufmodi ergo xquationes , prima Pp = Fp fimul compu- Caf:* 
tata , habebuntur numero m + 11, ex quibus fi litterx arbi- x 1 x - 
trarii A, B, C, &c. c , b , c, & c. determinentur, ultima 
equario nontiifi litteras datas P, Q , R , &c. p , q , r, &c. 
continebit , ficque quxfito latislaciet. 

48 'j. Hffib autem litterarum arbitrariarum determinatio fa- 
cilius expedietur , fi membra uniufcujufque aquationis «qua- 
lia ponantur novis indeterminatis quantitatibus «, , /3, y, &c. * 
quod ex fequenti exemplo clarius apparebit. * 

Sint propofirx hx xquariones dux 

I. 

Py’ + Qy + R = o 

I I. 

py + + ry + s— o, 


multiplicetur ergo prima per py' + ay + b , & altera per 
Py -j- A ; prodibuntque hx xqualitates 

Pp = P p 

Pj -p Qp = p A 4 - 9 P = x 
Pi4“Q a H~Rp = q a 4 - r p = c 
Q 3 4“ R a = r A 4~ sP 
R b = s A 

Aquatione prima identica omifla , ex fecunda fit 


* — Qp 


A = — ~ - q p . 

p 


b — 


e 

P 


Ex tertia vero obinebitur 

— . c 4. R* 

p p p* * p* p 

& 


&£ 

p 


/3 = ^ 

** j 


lil + rF, 


It 1 t. 
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quo valore ipfius /3 fubfiituto , erit 

7 «? q 7 i e_0 i 9_£ _ li£ 

— IV yi 1 t“ J*' p * 

feu 

(q p' — PY) , (Pr— JV) . 
p P> P * 

qui valor , in quarta aequatione fubflitutus , dabit 

«OfP? O p) Qf P<? O^fOn+P;) , Q ( Pr R/» , 

tTp \“p P ^ 

« R R Q/> « r P rq , p 

P j*" p p +LS ’ 

fcu , per F ' p multiplicando , 

'•0(P3 — Qr) + *P(Rp — PO — Q(P?— Qp)(P« + Q/0-t- 

P Qp ( Pr zRp) 4" P ? r l } ' ps = o. 

Ergo fiet 


_ , P’ Q?* — Q’ p p — V'Q P r+lPQ Rp' — P’gr+Pyj 

P Q q Qp-f- P R p P r * 

Ultima vero aequatio dabit 

«_R(P? — q„) R(PV — QV) . R ( P r — Rp)_ 

P> ‘ P‘> ‘ r P 

« S P q' S s 

p p ’ 

ex qua quoque elicitur 

P’ R n * — Q'PP' — P‘ R nr+ PR 1 /,’ — P' 7 f 

K PR q y K p — P ‘s * 

qui gemini ipfius a. valores praebebunt aequationem qusfitam , 
quz tandem reducetur ad eandem formam , quam fupra $. 480* 
pro eodem cafu invenimus» 
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C a r. 
XX. 


CAPUT XX. 


De Ccnjlruclione aquationum. 


4 86. in fuperiori Capite de intcrfedione Curvarum 

funt expjfita potiflimum ad confirudiones aquationum altio- 
rum graduum traduci folent. Cum enim duabus Curvis pro- 
pofitis aquationem invenerimus , cujus radices interfectionum 
locos exhibeant ; ira viciffim interfediones duarum Curvarum 
infervire podunt radicibus aquationum indicandis , Atque hic 
modus maximam affert utilitatem fi radices cujufpiam aqua- 
tionis per Lineas exprimi debeant ; delcripta , namque utra- 
ejue Curva ad hunc finem accommodata , interfediones fa- 
cile notabuntur , unde fi ad 'Axem Applicata demittantur , 
Abfciffa prabebunt veras aquationis radices. Si autem in- 
commodum fupra memoratum locum habeat, tum quidem 
omnes Abfciffa fic inventa radices prabebunt , at fieri poterit 
ut aquatio propofita plures compledatur radices , quam per 
talem confirudionem reperiuntur. 

487. Cum igitur propofita fuerit aquatio algebraica incog- 
nitam x involvens , cujus radices aflignari oporteat , dua 
quarenda funt Linea curva , feu dua aquationes inter binas 
variabiles x&i y , qua ita fin.t comparata , ut , fi ex iis Appli- 
cata y eliminetur, ipfa aquatio propofita refultet. Quo fitdo 
ifta dua Curva fuper communi Axe atque ad idem Abfcifla- 
rum initium deferibantur , pundaque , quibus fe mutuo ii.ter- 
fecabunt , notentur. Tum ex his interfedionum pundis ad 
Axem Applicata normales demittantur , qua in Axe exhibe- 
bunt AbfcifTas fingulis aquationis propofita radicibus aquales. 
Hoc itaque modo lingularum radicum qualitarum valores veri 
afiignabuntur , nifi forte eveniat , ut aquatio plures contineat 
radices , quam interfediones adeffe deprehendantur. 
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408. Antequam autem modum tradam , quo bins ilis Curva 
confirudioni dats squationis infervientes inveniri queant , a 
pofieriori eas squationcs perpendamus , quarum refolutio ex 
daris duabus Curvis abfolvitur. Ac primo quidem fint ambs 
Lines refolventcs reds EM , FM , fefe in pundo EI 
interfecantes. Sumatur reda E F pro Axe , in eoque punc- 
tum A pro initio Abfciflarum , unde educta normalis ABC 
redam priorem in B , pofieriorem in C fecet. Sit A E =a, 
A F = b ; AB = c ; AC = d ; tum vero ponatur Abfcifla 
AP—x ; Applicata P M—y ; eritque pro priori reda EM 
a : c = a -f- x :y , fcu fly=c (a + x) ; & pro altera b :d=x 
b — x:y, feu by=d(b — x). Ex his aquationibus fi 
eliminetur y , prodibit b c ( a + x ) = ad {b — x ) feu x = 

a _ b .{ — -- ■'’£ _ ? f' ( •’ fj. p er interfedionem ergo dua- 

bc-\- ad bc-^-ad 0 

runi Linearum rectarum confinii poterit aquatio fimplex x = 
> a£ l quam formam omnes omnino squationes 


fimplices revocari polTunt. 

489. Lineas redas ratione facilitatis defcribendi excipit Cir- 
culus , & hanc ob rem videamus cujufmodi squationes per 
interfe&ionem reds & Circuli conflrui queant. Sit igitur , 
fumta A P pro Axe & A pro AbfcilFarum initio , defcripta 
Linea reda E M : pofitifque A E = a , A B = b , & Coor- 
dinatis AP = .v , P M-=y ; erit a : b = a + x : y ; ideo- 
que ay=ab(a-\-x) , qus cfi aquatio pro Linea reda. Deinde 
fit Radius Circuli CAi = c , demifioque ex ejus Centro C 
in Axem perpendiculo CD, vocetur AD=f, CD=g • 
erit D P = x — f , & P EI — CD = y — g. Jam , cum 
fit ex natura Circuli C M' = D P' -f- ( P EI — CD)' , erit 
squatio pro Circulo cc = xx — 1 fx + //’+ yy — i£jy+ gg= 
(* — J)' + ( y — g /. At squatio pro reda dat y = 

+ — 

' « * 


unde fity- ? = iit=ZS)±>* = b~ ; 
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quo ipfius y valore in altera aquatione fubftituto , emerget 
cc= — Zfx +ff + ( b — s y + ^(b-~r U + bj^c t 

feu 


-J- a a 
~\~ b b 


X X 


-{-Ut^b £ ) -f- a a ( b g) 

2 a af -f- a j f f 

— — a a c c 
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cujus ergo aquationis radices invenientur per interfe&iones 
Recte & Circuli, ita ut, demiflis ex interfetfionibus M &. m 
in Axem perpendiculis MP , mp, valores ipfius x futuri fint 
AP&aAp. 

49°- Quoniam in hac aquatione omnes aquationes quadra- 
tica continentur, hinc conitrudlio generalis aquationum qua- 
draticarum adornari poterit. Sit fcilicet propofita hac aqua- 
tio quadratica 

AxAf + Bx-j-C = o , 


qua ad fuperiorem formam primum ita reducatur ut primi ter- 
mini conveniant ; multiplicando per — a 

(aa + bb)xx + - t a A±l>)* + _£L <l a + *M =Q> 

** A 


Jam coaquatio reliquorum terminorum dabit 

a A ab(b — g) — x Aaa f— B( a a + b b) 
ideoque fiet 

Unde, cum fit 

aa{b — g y + aaff—aacc=z9S^L±±n r 

• A 

ent 

(fla 4- lb)(b—g)'— * h[h — * ^ + * V +- B( 4 Xt^ ‘~ 


C(a« + 4A) 

a a c c = — — — ! 

A a 


ideoque 
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B b ( b e ) B ( d a ii) 


A d 


4 A* a' 


+ 


ergo 


b — g = ■££-+ V (■ 

° i A a — ' , 


+ 


c 


aaec 
a u -f- b b 


- 21 .) 

4 A A '* 


C_ 

A * 


a u-\- b b ' A 

Manent igitur tres quantitates a , b , & c , adhuc inderer- 

<7J CC 


minatas , quas autem ita accipi oportet , ut 
P 1 

4 A A 


-I — £. — 
au-\-bb ' A 


, fiat quantitas affirmativa , quia alioquin b — g = 
AB — C D , hineque C D , fieret quantitas imaginaria. 

491. Nihil ergo impedit quominus ponamus b = o, eritque 
g = v ( c c — Deinde vero, cum 

tcquatio prepofita A x x -}- B x + C = o , radices nullas ha- 
beat reales , nili lit BB major quam 4 AC , erit hoc cafu 

quantitas affirmativa , cui fice ponatur tequale , 

ut fit c = — B c ) 3 fiet quoque g = o , & a pror- 

fus ex calculo excedit. Linea ergo reda E M in ipfum 
Axem A P incidet, & Centrum Circuli C collocari debebit in 

pundo D exiftente A D = > ex quo Centro fi Circu- 
lus deferibatur Radio c == ^ ^ , hujus interfedio- 

nes cum ipfo Arce oflendent tenuationis propofitx radices. Ne 

autem ad hoc confirudione formula: irrationalis opus iit, po- 

_ _ k ick , k k 

natur g = 

B B 4- x \ C 


k r 2. c* k , 

c — ut fit cc “ + 


erit e 


i A 

/• k 4 - n B — 4 AC 


— C c 

4 A A 

BB — 4AC 

9 4 k A 


,&g — 


4 A A J 4 i A 

In nollro ergo arbitrio determinatio quantitatis k relinquitur; 
qua utcunque alfumta , quia reda C AI in ipfum Axem inci- 
dit, Circulus fcqucnti medo delcribi debebit. Sumta AD= 

— B 
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— , capiatur perpendiculum CD = P > & 

Centro C defcribatur Circulus cuius F.adlus — - 1,1 ; 

' 4A* * 

hujufque intcrfedtiones cum Axe ofiendent radices aquationis 

propolit*. Quod fi ergo ftatuatur k = — B , fumta AD = 
, capiatur C D ^ , & Circuli Centro C defcribendi 

Radius erit = + -g- , ex quo Radius 

Circuli erit = AD + C D ; qua: conflruclio pro praxi eom- 
modilfima videtur. 

491. Confideremus jam duos Circulos fe interfecantes : fit- 
que pro primo AD — a, CD = b , & ejus Radius C M 
= c; eritque , politis AP=x & PM=y , DP=a — x, 
CD — PAI=b — y ; ideoque , ex natura Circuli, habe- 
bitur 

xx — tax + a a + yy — zby + bb = cc. 

Simili modo pro altero Circulo fit Ad=f, dc=g , ejuf— 
que Radius cM=h , eritque 

xx — tfx +ff+yy + igy + gg = hh , 
quibus aquationibus a fe invicem fubtradfis , remanebit 
i(/ — a)x + aa — ff — t(b+g)y + bb — gg — cc — hh, 

ergo 

aj + b!> ff gg cc+ hh 2 (a f) z % 

y ~ »(* + *) 

hincque 

1 M ~1 ~ aa f) ?? ~4~ hh -f- i ( a f) x 

y Hb + g) 

& 

a x *a(i + g) t(b + g)x 

Ub+g) • 

Cum igitur fit ( a — x)‘ + {b — y)‘=cc, erit, fadta 
fubftitutione , 

JEuleri Introduci, in Anal. infin. Tom. II. M m 


C a r. 
XX. 


T a b: 

XX 1Y, 
t\g. 99. 
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—4 (.+/)(»+.)• ±itif2) ( *+ f v 

rx 4 (a /)(<m — JD hh)(b-\-gj' = 

4~ 4( a — /)(« — nli) — « — /74-AA)* 


; 0 » 


Hujus ergo aequationis ope infinitis modis conftrui poterit aqua- 
tio A.r.v + Bx + C = o ; fimul vero intelligitur aequatio- 
nem quadratica altiorem per interfedionem duorum Circulo- 
rum conftrui non polle , propterea quod duo Circuli fe mu- 
tuo in pluribus quam duobus pundis interfecare nequeunt» 
Cum igitur eadem aequatio quadratica conftrui poflit per in- 
terfedionem Redas & Circuli , haec conftrudio illi , qux duos 
Circulos requirit , merito praefertur » nili forte in cafibus 
quibufdam lingularibus facilis Linearum a , b , f, g t c & h 
determinatio fponte fe prodat. 


493. Interfecetur nunc Circulus a Parabola : fit fcilicet ; 
demifto ex Centro Circuli C in Axem AP perpendiculo CD , 
AD=a, CD — b, & Radius Circuli CM=c, erit inter 
Coordinatas orthogonales A P = x , P M = y , xquatio pro 
Circulo ( * — a )' -f- ( y — b )* = cc. Parabolae vero Axis 
FB ftatuatur ad Axem hic aftumtum A P normalis : fitque 
AE=f, EF = g, & Parameter Parabolae =zh ; erit , 
ex natura Parabolae , E P' = zh{ E F -j- P M) feu in fym- 
bolis ( x — f)'=ih(g + y) , unde erit y = ^ ^ g 

/ A> 

& y — b = — — (6 + g ). Qui valor fi in priori 

aequatione fubftituatur , eliminabitur y , eritque 


five 

__ *+«)*■ TtS (* + *)**+ 4 f th fi tf / = * 

4- 4 h h i a hh -f- 4 j j /1 A 

4 e e hA. 
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cujus aquationis radices erunt AbfcifTje /IP, -d p , 
unde Applicatae per interfeflionum pundta M, m, m, m, 
tranfeunt. 

494. In hac aequatione fex infunt conflantes a, b , c, f,g, 
& A; quarum vero bime b + g pro una funt reputandae , ita 
ut quinque fohsm , ponendo b -j- g= k , inefle ccnfer.dae fint. 
Pofiro fcilicet C D E F = b -f- g = k , fequens habebitur 
aequatio 

+ /• 

+ 6 ff —4/. —4 ffhk 

x' 4 f x' *thk x x + h k x -\- hkk =o. 

H - 4/1/1 b a hh -(- 4 u a /1 A 

4 c chh 

Ad hanc autem formam omnis aquatio biquadratica revocari 
potefl ; fit enim propofita haec aequatio 

x ' — A x' -f- B x x — C * -f- D = o 


175 

j 4 p , A p , C a r. 


erit , comparatione inflituta , 

4/ = A feu f a 

6 ff — 4 A A -J- 4 A A = B , feu -y- A A — 4 A £ -|-4AA = B. 

unde fit 


k — 


1_L/ + A — — 

31 A ^ * 


4 f' — 4/A k + 8 12 A A = C 
five 


J-. A’ — l -A’ — A h h + -f A B H- 8 ah A=s C 
16 3» 4 

-- ergo 

_ V_ , A _A_R_ , _C_ 

* — 156 AA' 8 3iAA"''8AA* 

Denique efl 

(ff — xhky -J- 4 a a h h — 4 c c h h — D. 

>At efl 

RI m 1 
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//— iH = |- iAA — 

& 

%ah= +— — ^-5 _j_ — quibus valoribus fubffi- 
ii» A 4 16A 4 A’ 1 

tutis emerget aequatio c & A involvens , quas propterea con— 
venienti flime inde definiri oportet , ita fcilicet ut utraque 
valorem obtineat realem. 

495. Quoniam vero in omni aequatione biquadratica fecun- 
dus terminus facile tolli poteft ; ponamus ipfum jam efle fub- 
latum , ideoque conftruendam effe hanc aequationem 

x' it + B x x — C x + D = o. 


B • 

Erit ergo primum ,f = o ; fecundo h = A — ; tertio a =s 

atque, ob ihh — ff = % h h — ,&2aA= — ^ , 

quarto 4 A* — 2BAA-f*-^-BB + — 4 c c hh = D , 


unde fit 64 cc/i*=CC + 4BB AA — 32 B /1 + 64 A* — 16DAA; 
ideoque 8 c hh = V (4 A A ( B — 4AA)' + CC — 16 DAA). 
Quoniam vero hoc imprimis eft efficiendum ut tam c quam A 


obtineant valores 


reales , ponatur c = A 


B 4 - q 
4 11 ’ 


eritque 


C C — 16DAA + 8 B hh q — 32 A* q — 4 A A qq=o. 


Quo igitur qutefito fatisfaciamus , duo cafus funt difiinguendi r 
alter quo D e(t quantitas negativa , alter quo D effi quantita» 
affirmativa. Sit igitur 

r. 

D quantitas affirmativa = + EE, ita ut conftrui debeat haec 
aequatio 

x' — Cec + EE= o , 


pcnatur ad 


hoc q = o , 


ut fit c = * h ^ fictque A A = 
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tteh & h = h 5 unde fit c = — : tue— » & P° rro 


CC — 4 B E 1EE 

1 - • /T ■ . 


4 C E 


t- c. c. « r 

; a = ~ c — &/ = o. 

1 1 . 


Sit autem D quantitas negativa , puta D = — E E , ut conf- 
trui debeat haec aequatio 


c a »: 

xx. 


x' ■¥• 4“ B x* — C x — E E = o , 


fiet 6 qcch* = C C + qhhfahh — B )’ + 1 6 E E A/t ; qux aequa- 
tio realem pro c valorem praebet , quicquid pro h alfumatur : 

fiet enim c = M cc ±W * hh ~7 # atque h 


pro 


lubitu afTumi poteft ; quovis igitur cafu ita affirmatur , ut fa- 
cilima ipfius c confirudio inde confequatur. Quo fado erit. 


ut ante, AE=/=o, C D + E F = h = 1 ^-==-® & 
C • 

AD = a = -y— . Si ponatur E = o , orietur confirudio 
aequationis cubicae 

x' -*- + B x — C=o. 


Hacque confirudione 
nota. 


nititur 


regula 


Backeri vulgo fatis 


49 6. Si fumantur duae quaecunque Lineae fecundi ordinis feu 
Sectiones conicae , quarum aequationes ad communem Axem 
idemque Ablciffarum initium relatae lint 


ayy + b y* + + Jy + +/= • 

& 

*yy + z y* H- h + « +• £ = o. 

Ex quibus , fi methodo fupra tradita y eliminetur , quod fiet 
ifias xquationes comparando cum illis in 479. tradatis, 
fcilicct 
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P + Qy + Ryy = o 
& 

P + qy + ryy= o, 

fient P & p Fundiones fecundi ordinis ipfius x , Q & q 
Fundiones primi ordinis , & R & r erunt conflantes, unde 
colligitur aequatio refultans fore biquadrarica. Atque adeo 
per interfectiones duarum quarumvis Sedionum conicarum al- 
tioris gradus aequationes conftrui nequeunt , quam bi quadra- 
ti c» , quas autem per Circulum & Parabolam conftrui polle 
vidimus. Hoc idem vero intelligcre licet ex natura Linearum 
fecundi ordinis , qua: a reda Linea in duobus pundis fecari 
poliunt ; unde dux redx quatitor interfediones formare pote- 
runt , at duas Lines reda: jundim confiderats fpeciem confti- 
tuunt Linearum fecundi ordinis ; unde patet duas Lineas fe- 
cundi ordinis fe mutuo in quatitor pundis interfecare pofle. 

497. Adhibeantur ad interfediones efficiendas dus Lines , 
altera fecundi , altera vero tertii ordinis , qus exprimantur his 
aquationibus 

P + Q y + Ryy = 0 

& 

p + qy + ryy + sy' — o. 

Erit ergo P Fundio duarum dintenfionum ipfius x , Q Func- 
tio unius dimenfionis , & R conflans ; tum vero p Fundio 
trium dimenfionum , q duarum , r unius dimenfionis & s conf- 
tans. Quarum ratio fi in squatione pofl eliminationem ipfius 
y orta (480.) habeatur, patebit cam fore ordinis 1'exti ; qua- 
re per interfediones Lines tertii ordinis cum Sedione conica 
nhiores squationes , quam fexts poteflntis conftrui non pote- 
runt : quod idem ex natura utriufque ordinis patet , cum enim 
Lines tertii ordinis a Linea reda in tribus pundis interfecen- 
tur , exdem a duabus redis , qux jundim fumpts fpeciem Li- 
nearum fecundi ordinis conftituunt , in fex pundis interfeca- 
buntur. 
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498. Si tam eliminationes fupra expofiras , quam hoc ra- 'C 
tiocinium ab interleCtione redarum petitum , ad altiorcs ordi- 
jies transferamus , patebit per intefieCtiones duarum Linearum 
tertii ordinis conftrui poire xquationes nor, te poteftatis ; per 
jnterfeCtiones duarum Linearum quarti ordinis autem aquatio- 
nes poteftatem fextam decimam non fuperantes. Atque in 
genere per duarum Linearum curvarum interfectiones , quarum 
altera fit ordinis rn altera ordinis n, conftrui poterunt omnes 
aequationes poteftatem mn non excedentes. Sic ad aquatio- 
nem centefima: poteftatis conftruendam opus erit vel duabus 
Lineis decimi ordinis , vel duabus, quarum altera fit quinti 
altera vicefimi ordinis , & ita porro ; refolvendo numerum 
100. in duos Faftorcs. Quod ii autem aequationis conftru- 
ends maxima poteftas exponatur numero primo , vel alio com- 
modos FaCtores non admittente , tum in ejus locum alius nu- 
merus major lactores habens idoneos fubftituatur ; quibus 
enim binis Curvis sequationes majoris poteftatis conftrui pof- 
funt , iifdem quoque aequationes inferioris cujufque gradus 
conftruentur. Sic ad aequationem gradus tricefimi noni adhi- 
beri poterunt dux Curva; , altera fexti altera feptimi ordinis ; 
quia duabus hujufmodi Curvis aquatio quadragefimi fecundi 
gradus conftrui poteft , ha: eque conftruCtio limplicior elt ccn- 
fenda , quam fi altera Curva ordinis tertii , altera decimi ter- 
tii a (Tumeretur. 

499. Ex his igitur perfpicuum eft unamquamque xquatio- 
nem pluribus , imo innumerabilibus , modis per interfeCtioncs 
duarum Curvarum ita conftrui pofte , ut ejus radices realcs 
afiigncntur. Ex quibus infinitis modis eum potidimum eligi 
conveniet , qui abfolvitur Lineis curvis cum fimpliciftimis tum 
deferiptu facillimis ; imprimis vero in id erit incumbendum , 
ut per interfeCtiones omnes radices reales exhibeantur ; quod 
obtinetur fi ejufmodi Curva; aftumantur , qux interfectioni- 
bus imaginariis careant. Supra aurem vidimus hujufmodi inter- 
feCtionibus imaginariis nullum relinqui locum , fi in aquatione 
pro altera Curva Applicata y xquetur FuuCtioni uniformi ipfius 


i8o DE CONSTRUCTIONE 

LfB.II. x; tum enim, quia hac Cuna nullas habet Applicatas ima- 
narias , fieri nequit ut interfe&iones imaginaris oriantur, quot- 
cunque etiam Applicatis imaginariis altera Curva inquinetur. 
In hoc ergo conllru&ionis negotio alteram Cunam perpetuo 
ita aflumamus , ut ejus aquatio in hac forma P + Qy = o, 
contineatur , denotantibus P & Q Funfliones ipfius x. 

500. Propofita ergo quacunque aquatione eligatur una qua- 
dam conveniens Curva in aquatione P + Q y = °* Et » 
quoniam aquatio pro altera Curva ita debet die comparata, 

ut , fi in ea locoy fubfiituatur valor ipfa aquatio pro- 

pofita refultet ; ex ipfa propofita viciifim efformari poterit 
aquatio pro altera Curva , introducendo y loco q. Uti , 

fi propofita fuerit hac aquatio x 4 + A x' B x' + C x -+■ 
D = o , fumatur Parabola pro altera Curva aquationeay = 
xx + bx contenta ,• ex qua , cum fit xx = ay — bx, fubfti- 
tuatur ille valor in aquatione propofita , quoties lubet i erit 

x 4 = aayy — xabxy -{- bbxx 

Ax' = + A axy — A bxx 

ideoque obtinebitur hujufmodi aquatio fecundi ordinis 

aayy + a (A — xb)xy + (B — A b-{-bb) xx -f- Cx -j- D=o , 

cujus adeo interfe&iones cum Curva ay= xx + bx indicabunt 
radices aquationis propofita. 

501. Quemadmodum ha Curva amba determinandis pro 
-arbitrio conflantibus a & b infinitis modis variari poffunt , ita 
multo major adhuc varietas induci potefl. Cum enim ex aqua- 
tione priori fit x x — a y + bx = o ; erit quoque a c x x — 
aacy ab c x=o , qua fi addatur ad pofteriorem aquationem , 
multo latius patens orietur aquatio pro Linea fecundi ordi- 
nis , cujus interfectiones cum priori radices aquationis propo- 
fita aque indicabunt. Amba fcilicet ifta Curva conltruCtioni 

W. infervientes erunt 

l 


Digitized by Google 


JEQUA7I0NUM 

I. 

ay = xx -f- bx 

1 I. 
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tayy-{-a{k — ih)xy -f- (B — jc) xx- — aa:y-^~ (C-j-j}.-'x-j-D=a, 

•> 

hxcque pollerior «quatio ita adornari poteft , ut quamvis Sce- 
lionem conicam in l'e complebatur ; attendendum lcilicet eil 
ad hanc quantitatem 


A A — 4B — 4. ac , 

qux fi fuerit affirmativa , Curva erit Hyperbola ; fi fuerit 
= o , Curva erit Parabola ; fin autem fit quantitas negativa , 
Curva erit Elliplis. Circulus vero erit hxc altera Curva li 

fuerit b=Y A , & aa = B - A A -f- a c , feu c = 

, AA B 

a -f- — — : tum enim «quatio pro eo erit 

aayy +aaxx-(a' + ^ -Ba)j+(C + ^ + : T ~ ^)*+D=o, 

feu 


< y 


_ ± M_1_Jy_i-rjf_L.j2.4-A4. AI AJy — . 

1 8<j ' ia' ^ 2*j 4 1 6aa 

f sl , AA , B \» 1 / C 1 A 1 A ? AB\» T) 

( T + 87 + ^) + ^ +T6^““ 4 Ta^~'i7' 


»bi hoc membrum clt quadratum Radii Circuli. 


501. Sic igitur ex Colis Senionibus conicis habentur innu- 
merabiles Curvx , qux cum Parabola ny=xx + bx deferiptx, 
interfebionibus luis radices xquationis propofitx prxbebunt. 
Harum ergo Curvarum quxeunque fumatur , Parabola in iif- 
dem femper punbii interlecabitur ; atque ideo illae Curvae om- 
nes fe mutuo in iifdem punbis fecabunt. Quocirca ex his 
Curvis infinitis duas quafcunque afTuinere licebit , ( prxtermifTa 
Parabola primum affumta , ) qux fi fuper communi Axe deferi- 
bantur , per interfebiones luas radices xquationis propofitx 
femper indicabunt. Hocque adeo modo illa aequatio conllrui 
Euleri Introduci, in Anal. infin. Tom. II. N o 
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\ 

Lib. II. poterit ve! per Circulum & Parabolam , uti fupra jam vidi— 
mus , ve! per cluas Parabolas , vel per Parabolam S; Ellipfin, 
Hyperbolamve , vel per duas EHiples , ve! per duas Hypcr- 
bolas , vel per Ellipfin cum Hyperbola. Multo magis autem 
varietas confirtufitionum multiplicabitur , ii etiam Curva: albo- 
rum ordinum in hunc finem adhiberi velint. 

503. Simili modo confitui poterunt aquationes ahiorum 
graduum , a (Tu mendo pro altera Cun a Lineam parabolici ge- 
neris aquatione y =. P contentam. Sic , ii propofita fit 
xquatio conltruenda 

X j x + / g X — g = o, 


fumatur xquatio Para bolica ordinis quarti x , = a'y; & , curn 
fir x"=a , y < , hoc termino fubfiuro emerget xquatio pro 
Linea tertii ordinis 


•f '° x‘ +f'g* — g" = 


ex qua , fi ad eam addatur multiplum quodcunque prions 
xquationis x' — <fy=o , innumerabiles formabuntur Linea? 
quarti ordinis , quarum binx quavis conjun.fi® xquationern 
propofitam confiruent. 

504. Quod fi eveniat , ut ex aquatione confirnenda pro- 
pofita non fatis idonea confiru.fiio prxcedente methodo deri- 
vari queat ; tum xquatio propofita multiplicetur per x , ve! x', 
vel x' , vel altiorem quampiam potefiatem ipfius x ; ita ut ad 
ejus radices aliquot infuper radices evanefeentes addantur , qux 
per interfedliones in ipfo AbfcilTarum initio factas indicabun- 
tur, ideoque a reliquis radicibus veris xquationis propofitx 
facile diicernentur. Sic igitur xquatio propofita altioris fit 
gradus, hoc tamen non obfiante fxpenumero commodior conf- 
truririo obtinebitur. Ita , fi exempli gratia propofita fuerit 
xquatio cubica 


x' + Axx + Bx-{-C = o; 

qux , pofito ;t x=cy , ita ut altera Curva confiruens futura 
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fit Parabo:a , altera erit fempcr Hyperbola ; prodibit enim, 
loco xx lubfiituto ay haec cecpnatio 

axy + \ny -f-Bx -f- C = o ; 

vel , addita aquatione priore cxx — acy— o , nafcetur hic 
latius patens 


C\f. 

XX. 


oxy +«.r + fl (A-c )y -f - E .v -+- C — o , 

qux quoque perpetuo elt pro Hyperbola. Quod fi creo Cir- 
cinum vel Ellipfiu vel Parabolam adhibere commodius vide- 
tur , tum aquatio propofita multiplicetur per x , ut habeatur 
hscc aequatio 

x‘ 4 - A x' + E ,v ,r + C x = o , 

qu.^, fi cum squatione biquadratica fupra conftruCta compa- 
retur, erit D ~ o , haecque aquatio femper per Circulum & 
Parabolam conttrui poterit. 

505. Quoniam ergo omnis aequatio cujufque gradus per in- 
terieChones duarum Curvarum algebraicarum confinii potefi , 
idque infinitis modis , luneam quamcunque in locum alterius 
Curva fublli tuere licebit : hineque enata eit quadtio , quemad- 
modum data aquatio ope data Cunae conitrui queat: Hic 
autem primum notandum elt datam Curvam ex eo genere 
efie debere , ut ejus Applicata exprimatur per Functionem 
uniformem ipfius x , ne interfectiones imaginariae conllruCtio- 
nem perturbent , Neque enim fufficerer , ut Curva , vel tan- 
tum portio Curvae propolita , habear Abfcillas uni radici 
xquationis squales ; qus conditio , fi quidem una ratitum radix 
xquanonis propoli tat defideretur, adjici elt foiita j fieri enim 
pofiet , ut ille arcus Curva; nullam patiatur interfectionem , 
etiam fi Abfcilfa cuipiam ipfius puncto refpondens fit vera ra- 
dix ; quoniam hic radix vel per interfectionem imaginariam ; 
vei per alius rami eidem Abicilfa rcfpondentis interfeflionem 

Nn 1 
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II. indicari poflet. Quam ob caufam huic qusltioni , curiof» 
magis quam utili , non immoror , cum vera fundamenta om- 
nium hujufmodi conltru&ionum fatis fufe ollenderim. 


CAPUT XXI. 

De Lineis curvis tranfcendentibus. 

1o6. Hactenus de Lineis curvis algebraicis egimus, qus 
ita funt comparata; , ut , fumtis Abfciflis in Axe quocun- 
que , Applicats relpondentes exprimantur per FunCtiones 
algebraicas AbfcifTarum ; feu , quod eodem redit , in qui- 
bus relatio inter Abfciflas & Applicatas exprimi poflit per 
aequationem algebraicam. Hinc itaque fponte fequitur , fi valor 
Applicatae per FunCtionem algebraicam Abfciifae explicari ne- 
queat , Lineam curvam algebraicis annumerari non pofle. Hu- 
jufmodi autem Lineae curvae , quae algebraicae non funt * tranfi 
cendentes vocari folent. Lutea igitur tranfcendens ita defini- 
tur , ut ejufmodi Curva effe dicatur, in qua relatio inter A bf- 
ciffas & Applicatas aequatione algebraica exprimi nequeat. 
Quoties ergo Applicata y Fun<5tioni tranfcendenti ipfnis Abf- 
cilfae x tequatur , toties Linea curva ad genus tranfcendentium 
erit referenda. 

507 . In fuperiori Se&ione duas potiflimum fpecies quanti- 
tatum tranfcendentium evolvimus , quarum altera Logarithmos, 
altera Arcus circulares feu angulos , complectebatur. Quod 
fi ergo Applicata y fit aqualis vel Logarithmo ipfius AbfcifTa x , 
yel Arcui Circuli , cujus finus , feu cofinus , feu tangens per 
AbfcifTam x exprimitur , ita ut fity = /x, vel y = \.Jin.x 
vel y = A. cof.x , vel y = A. tang. x , vel , fi hujufmodi valores 
tantum in aquationem inter * & y ingrediantur, tum Curva 
erit tranfcendens. Sunt autem ha Curva tantum fpecies tranf- 
cendentium : prxter illas enim dantur innumerabiles alis cx- 
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prefliones tranfcendentes , quarum origo in Analyfi infinitorum 
fufius exponetur , ita ut numerus Curvarum tranfcendentium 
longe fuperet numerum Curvarum algebraicarum. 

508. Quacunque Funbio non eft algebraica , ea eft tranf- 
cendens : ideoque Curvam , in cujus aquationem ingreditur , 
reddit tranfcendentem. ./Equario autem algebraica , vel eft 
rationalis , nullofque ex ponentes priter numeros integros con- 
tinet , vel eft irrationalis , atque exponentes frabos complebi- 
tur ; hoc autem pofteriori cafu femper ad rationalitatem revo- 
cari poteft. Cujus igitur Curvae aequatio relationem inter 
Coordinatas x & y exprimens ita eft comparata , ut neque fit 
rationalis , neque* ad rationalitatem perduci poftit , ea femper 
eft tranfeendens. Quod fi ergo in aequatione ejufmodi potef- 
tates occurrant , quarum exponentes neque fint numeri integri 
neque frabi , ad rationalitatem nullo modo perduci poterit , 
ideoque Curvae talibus aequationibus contenta: erunt tranfcen- 
dentes. Hinc nafeitur prima fpecies & quali fimplicifiima Cur- 
varum tranfcendentium , in quarum aequationibus infunt expo- 
nentes irrationales ; quae quia neque Logaritlrmos neque Ar- 
cus circulares involvunt : fed ex fola numerorum irrationalium, 
notione nafcuntur , magis quodammodo ad Geometriam com- 
munem pertinere videntur, & hanc ob rem ab Leibnitio 
interjeendentes funt appellatae , quafi medium tenerent inter al- 
gebraicas & tranfcendentes. 

509. Hujufmodi ergo Curva interfeendens erit , quae con- 
tinetur aequatione y = x^ 2 ; quomodocunque enim hic aequa- 
tio poteftatibus fumendis evehatur , nunquam ad rationali- 
tatem perducetur. Talis aequatio autem nulla via geometrica 
conftrui poteft. Geometrice enim nulli alii poteftatcs exhi- 
beri poffunt , nili quarum exponentes fint numeri rationales , 
hanc que ob caufam llhufmodi Curvi ab algebraicis maxime 

, diferepant. Si enim exponentem V 1 tantum vero proxime 
exhibere velimus , ejus loco ponendo aliquam ex his fraflio- 
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i nibus y ; - ; “i ~ , quae valorem V i proxime ex- 
priment , Curva: quidem algebraic» prodibunt ad qusfitam 
proxime accedentes , at ordinis erunt vel tertii , vel feptimi , 
vel decimi feptimi , vel quadragefimi primi , &c. Quare , 
cum v’ - rationaliter exprimi nequeat nili per Iradlionem , cu- 
jus numerator & denominator fint numeri infinite magni , hxc 
Curva ordini Linearum infinitefimo erit accenf 'enda , ideoque 
pro algebraica haberi non poterit. Huc accedit , quod i 
duplicem involvat valorem , alterum affirmativum alterum nega- 
i vum , ex quo y duplicem perpetuo fortietur valorem , ficque 
gemina Curva refuirabir. 

510. Deinde vero fi hanc Curvam exa&e confiruere veli- 
mus , id fine Logarithmorum beneficio prsllare non polfumus. 

Cum enim fit y = x' 1 , erit , Logarithmis fumendis , ly = 

i.lx , cujufvis ergo AbfcifTx Logarithmus per V 2. multi- 
plicatus dabit Logarithmum Applicata? ; unde ad quamvis Abf- 
ciilam x rc-fpondens Applicata ex canone Logarithmorum af- 
Jignabirur. Sic , fi fuerit x = o , erir }'= o : fi x = 1 , erit 
_y : i ; qui valores ex aquatione facillime fluunt : at, fi x = i , 
crir ly = \ f i. 1 1 = yf 2.. 0,3010300 : & ob y'i =1,4 1411 356 , 
erit ly = o, 4157174, ideoque proxime y= 1 , 665 1 86 : & fi 
•x~ 1 o , erit ly = 1 , 4142335 , hincqucy=i5, 955870. Hoc 
igitur modo ad lingulas AbiciiTiis Applicata: fuppurari , atque 
adeo Curva confi rui poterit , fi quidem AbfcifTa x valores af- 
firmativi tribuantur. Sin autem Abfcilfa x valores obtineat 
negativos , tum difficile HI dichi utrum valores ipfius y, fu- 
turi fint rcalcs an imaginarii : fit enim x = — 1 , & quid fit 

( — 1 definiri non poterit , quoniam approximationes ad 
valorem y 2 nihil adjumenti afTerunt. 

311. Multo minus erit dubitandum, quin aquationes , in 
quibus adeo exponentes imaginarii reperiuntur , ad genus rranf- 
cer.dentium referri debeant. Fieri autem omnino porefl 3 ut 
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expreflio continens exponentes imaginarios valorem rcalem C a p. 
atque determinatum exhibear. Hujus rei exempla fupra jam X x L 
occurrerunt ; unde hic luiliciat unum exemplum attulille hoc 

zy=x + 1 +.v~ v ' — 1 , 

in quo , etiamfi utrumque membrum 1 — V — 1 

fit quantitas imaginaria , tamen fumma amborum valorem ha- 
bet realem. Sit enim Ix =v, fumto e pro numero, cujus 

Logarithmus hyperbolicus ert = 1 , erit *= e" , quo valo- 

re loco x fubftituto ,• erit iy = e^~ l ' 1 -f- e I ‘Vn 

dimus autem in Sc&ione fuperiori $. 138. elFe 

+»'V — 1 , — — 1 

e ft 

1 = cof A. v, 

unde fiet y — cof. A. v — cof. A. Ix. Scilicet , propofito quo- 
cunque iplius x valore in numeris , fumatur ejus Logarithmus 
hyperbolicus , tum in Circulo , cujus radius = 1 , abfeinda- 
tur Arcus ifii Logarithmo ajqualis , hujufque Arcus cofinus da- 
bit valorem Applicata y. Sic, fi fumatur x = z , ut fit 2.y=^= 

a '**~ ^ 1 +1 V ' , erit y = cof A. /. z == cof A. 

c »-9S i 47 i 8o 5599- Ide autem Arcus ipfi Iz aequalis, cum 
Arcus = 3 , 1 41 5 9 16 535. &c. , contineat 180°, per regulam 
auream invenietur fore 39 ', 41', 51", 51'", 9"" , cujus cofinus 
eft, 0,76913890135408 , hicque numerus dat valorem Appli- 
catae y refpondentem Abfcifiie x = z. Cum igitur hujufmodi 
exprefiiones & Logarithmos & Arcus circulares involvant, jure 
ad tranfeendentes referuntur. 

511. Inter Curvas ergo tranfeendentes primum locum te- 
nent , quarum aequationes , pmer quantitates algebraicas 
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tis. II. Logarithmos involvunt , atque fimpliciffima harum erit qua 
continetur hac aequatione l = y - , feu x = bl L- f ubi 

perinde eft cujufnam generis Logarithmi accipiantur , quia 
multiplicatione conftantis b omnia Logarithmorum fyftema- 
ta ad idem revocantur. ^Denotet ergo charader / Logarith- 
mos hyperbolicos , atque Curva aequatione x == b l * con* 
tenta fub nomine Logarithmicze vulgo eft nota. 
Sit e numerus , cujus Logarithmus eft = i , ita ut fit e = 
1,71818181845904513536018 , fietque e x ' b =■ -£;feuy = 

ae x ' b , ex qua aequatione natura Curvae logarithmicae facillime 

cognofcitur. Si enim loco x fucceflive fubftituantur valores 
in arithmetica progreflione procedentes , Applicatae y valores 
tenebunt inter fe progreflionem geometricam. Quae quo faci- 
lius ad conflrudionem accommodetur , ponatur e = m , & 

b = n c , eritque y = a m , ubi m numerum quemcunque 
affirmativum unitate majorem fignificare poteft. Si igitur fit 

*=o, c, 1 c, jc, 4C, 5C, 6c> &c. 

erit 

y = a , am , a m ’ , am' , a m * , n m’ , am' , &c.; 

& , tribuendis ipfi x valoribus negativis , fi ponatur 


x = 

c > 

1C, - 

- 3 C > ~ 
erit 

- 

— 5 C > 

&c. 

y— 

a 

m 9 

« 

m‘ * 

a 

M 

m ’ 9 

a 

U 9 

&c. 


T a "• 513. Hinc patet Applicatas y ubique valores habere affir*- 

Fi‘g ici. m at : * vos » & quidem in infinitum crefcentes , audis Abfcifiis 
x affirmative in infinitum ; ex altera autem Axis parte in infi- 
nitum 
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ni tum decrefcentes , ita ut hinc Axis fit Curva Afymtota Ap. C* *• 
Sumto fcilicet -<4 pro Abfcifiiirum initio , erit hoc loco Applicata d—L — 1 
A B = a : & , fumta Abfcifia A P = x , erit Applicata P M 

=y = a m z ' * = ae x ' b : ideoque /. . Unde Ab- 

fcifia A P per conflantem b divifa exprimit Logarithmum ra- 
tionis . Si Abfcifiarum initium in alio quocunque Axis 
punflo a ftatuatur , aquatio fimilis manet. Sit enim A a=f t 
ac pofita a P = t , ob x = t — f, erit y = a e ^ c ^ ' b == 
ae tb :e^' b . Vocetur conflans a : /' b = g , erit y = 
ge t b . Hinc, ob ab= g, intelligitur fore-^- = /. ; 

ideoque du&is duabus quibufvis Applicatis P M & p m , in- 
tervallo Pp a fe invicem diflantibus , erit ~=/. & 

* bpm 

conflans b , a qua ifla relatio pendet , erit inflar Parametri 
Logarithmica. 

514. Tangens hujus Curva logarithmica in quovis punfto 
'M etiam facile poterit definiri. Cum enim , pofita A P =x, 

fit P M=a c x b , ducatur alia quacunque Applicata Q N, a 
priori intervallo P Q = u difiita , eritque QN=ae^ x ~^ u ^' b = 
ae x:b .e U:b i &, dufla ML Axi parallela, erit LN= 

( QN — P M) = ae x ' b (e u ’ b — 1 ). Per pun&a M & 

N ducatur refla N M T Axi occurrens in pun&o T , erit 

LN: ML=P M:P T, hincque P T= u : ( e “ : 3 — 1 \ Ve- 
rum , uti in Se&ione fuperiori oflendimus , per Seriem infini- 
tam efl e u ' b = 1 + — + -p- + + &c. : ideoque P T ==} 

£ulcri Introduci, In Anal, injin, Tom. II. O o 
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T + £+£+ 


Evanefcat jam intervallum P Q 


= */,-&, ob punfta M&c N coincidentia, refla NMT fiet 
Curva: Tangens , critque tum Subtangens P T = b , ideoque 
conflans ; qua: ell proprietas palmaria Curva: logarithmici, 
Parameter ergo Logarithmica: b fimul ejuidem ell Subtangens 
conllantis ubique magnitudinis. 

515. Quiit io hic oritur , utrum hoc modo tota Curva 
logarithmica fit delcripra ; & 211 ea , prirer hunc ramum MBm 
utrinque in infinitum excurrentem , nullas alias habeat partes. 
Vidimus enim fupra nullam dari Afymtotam , ad quam non 
duo rami convergant. Statuerunt ergo nonnulli , Logarithmi- 
cam ex duabus conllare partibus fnr.ilibus ad utramque Axis 
partem litis , ita ut Afymtota fimul lutura lit Diameter. Ve- 
rum i quatio yz=ae b hanc proprietatem minime c flendi t v 


quoties enim ell ~ vel numerus integer , vel fraflio deno— 
minatorem habens imparem , tum y unicum habet valorem rea- 
lem cumque affirmativum. Quod fi autem fraefio ~ habeat 

denominatorem parem , tum Applicata y geminum induet va- 
lorem, alterum affirmativum alterum negativum , hi eque Cur- 
vi punflum ad alteram Afymtota: partem exhibebit : ex quo 
Logarithmica infra Afymtotam innumerabilia habebit punfta 
difersta , qui Curvam continuam non conllituunt , etiamfi ob 
intervalla infinite parva Curram continuam mentiantur ;'quod 
di paradoxon in Lineis algebraicis locum nullum inveniens. 
Hinc etiam aliud oritur paradoxon multo magis mirandum. 
Cum enim numerorum negativorum Logarithmi fint imagina- 
rii , ( quod tum per fe patet , tum inde intelligitur quod log, 
— x ad V — 1 rationem habeat finitam ) erit /. — n , quan- 
titas imaginaria , qui fit = i : at , cum Logarithmus quadrati 
equetur duplo Logariilimo radicis , erit l. ( — n )' = /. n' = 
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«. ii At , /og. n' eft quantitas realis , = z I. n : unde fequitur, 
& quantitatem realem /. n & imaginariam i fore femiflem ejuf- 
dem quantitatis realis /. n. Hinc porro quilibet numerus du- 
plicem habiturus efiet femififem , alteram realem alteram ima- 
ginariam ; limilirerque cujufque numeri triplex daretur triens, 
quadruplex quadrans , & ita porro , quarum tamen partium , 
unica tantum Iit realis , qute quomodo cum folita quantitatum 
notione conciliari queant , non liquet. 

5 16. Concedis ergo his qua; afTum fimus , fequeretur 
numeri a femiflem fore ttque — + /. — 1 , ac — : illius enim 
duplum eft a z l. — 1 = a + l. ( — 1)’ = a + /. 1 = 
a : ubi notandum eft e(Te + /. — 1 = — /. — 1 , etiamft 
non fit /. — 1 = 0 : cum enim fit — r = , erit/. — 1 

= /. + 1 — /. — 1 = — l . — 1. Simili modo , cum fit V 1 

non folum 1 fed etiam , erit a /. — — 1 = 

I. 1=0, ideoque ejufdem quantitatis a trientes erunt y ; 
~ + l. — zl t & JL -f- /. ^ . tripla enim ha- 

rum fingularum expreftionum producunt eandem quantitatem a. 
Ad ha:c dubia folvenda , qua; nullo modo admitti polle viden- 
tur , aliud ftatui oportet paradoxon : fcilicet , cujufque nu- 
meri infinitos dari Logarithmos , inter quos plus uno re ali 
non detur. Sic , etfi Logarithmus unitatis eft = o , tamen 
prsterea innumerabiles alii unitatis dantur Logarithmi imagi- 
narii : qui funt z l. — 1,3/. ^ 5 , 4 /. — 1 ; & 

4/. -|- V — 1 , innumerabilefque alii, quos extra< 51 io radicum 
monftrat. Htec autem lententia multo djt verifimilior , quam 

fuperior : pofito enim x = /. a, erit a = e x ; ideoque a = 
J + * + — + 4 " + j7 + &c. ; qua; , cum fit aiquatio 

Oo z 
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Ius. II. infinitarum dimenfionum , mirum non eft fi x habeat radices 
infinitas. Quanquam autem fic pofterius paradoxon relolvi- 
mus , tamen prius fuam vim retinet , qua ad Logarithmicam 
infra Axem innumerabilia pun&a difereta pertinere otlendimus. 

517. Multo evidentius autem hujufmodi infinitorum punc- 
torum difcrctorum exiftentia monftrari poteft , per hanc 

a:quationem y = ( — 1 ) x • quoties enim x eft numerus vel 
integer par vel fradus habens numeratorem parem , erit 
y = 1 : fin autem x fit numerus vel integer impar vel frac- 
tus , cujus tam numerator quam denominator fint numeri im- 
pares , erity = — 1, reliquis cafibus omnibus, quibus vel 
x eft fradio denominatorem parem habens , vel adeo nume- 
rus irrationalis , valor ipfius y erit imaginarius. /Equario ergo 

y = ( — 1 ) T exhibebit innumerabilia punda difereta ad utram- 
que Axis partem intervallo = 1 pofita , quorum ne bina 
quidem funr contigua , hoc tamen non obfiante , quaeque 
bina ad eandem Axis partem fita , fibi tam erunt propinqua 
ut intervallum fit data quavis quantitate afiignabili minus. Inter 
duos enim Abfciffie valores quantumvis propinquos , non folum 
una fed infinitae fradiones exhiberi poifiint, quarum denomi- 
natores fint impares r ex his autem lingulis nafcuntur punda 
ad a:quationem propofitam pertinentia : mentientur ergo hxc 
punda duas Lineas redas Axi parallelas ab eo utrinque inter- 
vallo = x dilfitas , in his enim Lineis nullum intervallum ex- 
hiberi poteft in quo non unum , imo infinita punda , aqua- 
tione y = ( — 1 ) r contenta , aflignari queant. Hxc eadem 

anomalia ufuvenit in aquatione y = ( — a ) r , aliifque huic 
fimilibus , ubi quantitas negativa ad exponentem indetermi- 
natum elevatur. Hujufmodi ergo paradoxa , qute in Curvis 
tantum tranfcendentibus locum habere poftunt , hic expa- 
iuiffe necelfe erat. 
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518. Ad hoc ergo genus Curvarum a Logarirhmis pen- 
dentium pertinent omnes asquationes , in quibus non fulum 
Logarithmi occurrunt , fed etiam exponentes variabiles , quip- 
pe qui a Logarirhmis ad numeros progrediendo oriuntur , unde 
iflas Curvas etiam exponeniiales vocari folent. Hujufmodi ergo 

Curva erit , qua; in hac xquatione y = x x , feu ly=xlx con- 
tinetur. Pofito ergo x = o , erit y = 1 ; fi x= 1 , erit y = 1 ; 
fi x = 2 , erit y = 4 ; li x = 3 , erit y = 27 , &c. Unde 
B D M exprimet formam hujus Curvae ad Axem A P relatas , 
ita ut, fumta AC=i , lit AB=CD = 1. Intra A & 
C autem Applicata erunt unitate minores ; fi enim fit x = 


~ , erit y = = o, 7071068 : minima vero erit Appli- 


cata fi capiatur Abfcifia x = — = 0,36787944 , fietque tum 

Applicata y=o, 69 11005 , uti in fequentibus docebitur. Quem- 
admodum autem hxc Curva ultra B lit comparata ut videamus , 

Abfcifia x facienda cfl negativa , eritque y = ■ ■ ^ - , unde ifla 

pars ex meris punitis diferetis conflabit , ad Axem tanquam 
Afymtotam convergentibus. Cadent autem luse punita ad 
utramque Axis partem , prout x fuerit numerus vel par vel im- 
par. Quin etiam infra Axem A P infinita hujufmodi punita 
cadent , fi pro x fumatur fraitio denominatorem habens pa- 
rem ; pofito enim x= » erit & y === -{- -A— &. y .. 

Curva ergo continua M D B in B fubito terminatur , contra 
indolem Linearum algebraicarum : loco continuationis aurem 
habebit punita illa dilcreta ; unde realitas illorum punitorum 
quafi conjugatorum eo luculentius perfpicitur. Nifi enim hasc 
adefie concedantur , flatui deberet , totam Curvam in puniio 
B fubito cefiare , id quod efiet legi continuitatis contrarium ,, 
ideoque abfurdum. 

5 1 9. Inter infinitas alias hujus generis Cunas , quarum con£- 


C A t>. 
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trtidlio per Logarithmos effici poteft , dantur ejufmodi , qua- 
rum conltrudtio non tam facile patet , qus tamen ope idonea: 

fubftituticnis abfolvi queat. Talis eft Curva tenuatione x y = 

y x contenta ; ex qua quidem ftatim perfpicitur , Applicatam 

y perpetuo squalem effie Abfciffis x , ita ut redta ad Axem fub 
angulo femirefto inclinata aquationi fatisfaciat. Interim ta- 
men manifeftum eft hanc aquationem latius patere , quam 
aquationem pro recta y = x ; neque igitur hanc vim aquatio- 
nis x y = y x exhaurire : fatisfieri enim huic aquationi pofeft , 

etiamfi non fitx = y; quoniam, fi x = i , etiam effie poteft 
T A B y= 4. Prster redtam ergo EAF , xquat'10 propofita alias com- 
X X V. pledtetur partes ; ad quas inveniendas , ideoque ad totam Lineam 
xquatione contentam exhibendam, ponamus y = t x, ut fit 

x cx = t x x x : unde , radice poteftatis x extrahenda , erit 

x r = t x & x c 1 = t ; ideoque habebitur x = 

1 t 

t 1 1 & y = t e 1 . Vel , pofito t — 1 = — , erit x = 

1 “ 1 “"I " 1 

(i + — )ocy=(i + — ) . Hinc Curva , prster 

rectam EAF, habebit ramum R S ad redtas A G & AH, 
tanquam Afymtoras , convergentem , cujus redra A F erit 
Diameter. Secabit autem Curva redtam A F in pundto C ira 
ut fit A B = B C = e , denotante e numerum cujus Loga- 
rithmus elt unitas. Infuper autem squatio fuppeditat innume- 
rabilia pundta difereta , qus cum redta E F , & Curva RCS 
squationem exhauriunt. Hinc ergo innumerabilia binorum nu- 
merorum x & y paria exhiberi peffiunt ut fit x y = y x , tales 
enim numeri in rationalibus erunt 
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x __ _L 4 — 6 J5 v = -^ = EU 

4’ 256 * 4* 1024 


&C. &C. 


C a r. 
XXI. 


horum fcilicet binorum numerorum alter ad alterum elevatus 
eandem quantitatem producit : fic erit 


1 4 = 4 = 16 



&c. 


fio. Quanquam in his fimilibufque aliis Curvis infinita 
puncta algebraice poliunt determinari , minime tamen Cunis 
algebraicis annumerari poliunt , quoniam innumerabilia alia 
extant pumfta , qu® algebraice nullo modo exhiberi poliunt. 
Tranfeamus ergo ad alterum Curvarum tranfeendentium ge- 
nus , quod Arcus circulares requirit : hic 'autem perpetuo ra- 
dium Circuli , cujus Arcus conftru&ionem ingrediuntur , uni- 
tate exprimo , ne pluribus characteribus calculus perturbetur. 
Curvas autem ad hoc genus pertinentes non elle algebraicas 
facile oftendi potett , etiamfi impolfibiiitas quadratur® Circuli 
nondum fit evi&a. Confideremus enim limplicilfimam tantum 

hujus generis aquationem hanc = A .fui. —■ ; ita ut Ap-- 
plicata y fit proportionalis Arcui Circuli , cujus Sinus cft 
Quoniam enim eidem Sinui innumerabiles Arcus conve-r 
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Lib. II. niunt , Applicata y erit Fundio infinitinomia ; ideoque tam 
" ipla quam alia: reda: Cunam in infinitis pundis fecabunt , qute 
proprietas illam Curvam ab algebraicis clariflime diftinguir. 

Sit s minimus Arcus finui — conveniens . & denotet tt femi- 

c 

circumferentiam Circuli , erunt valores ipfius fequentes 


s i n — s; iv+-s; 3* — s; 4ir-| -s; f w — /; & c. 

it s s a v -J- s ; 3 ir s ; 4 ir -}- s ; f t s ; &c. 


T A B. 

XXV. 
Fg. 1C4- 


Sumta ergo reda CAB pro Axe , & A pro AbfcifTarum prin- 
cipio ; erunt primo , pofito x = o, Applicatae AA‘t=- 7 ra , 
A A.‘ z=z- 7 ra , AA' = ^ - 7 ra; &c. Itemque ex altera parte 
A A ' = 7 r a , A A ‘ = z 7 r a , A A~' = 3 -x a , &c. : 
atque per fingula ha:c punda Cuna tranfibit. Sumta vero 
Abfciffa AP = x , Applicata Curvam in infinitis pundis M 
fecabit , eritque P M' = as , PM‘=a('ur — s) , P M' •=. 
a (i-sr + s) , &c. Cun-a ergo tota ex infinitis portionibus 
A E' A' ; A' F‘ A' ; A' E' A' ; A' F‘A * ; &c. , fimilibus erit 
compofita ; ita ut fingul» reds Axi BC parallela:, quae per 
punda E & F ducuntur , futurae fuit Curva: diametri. Erit 
vero AC = AB=zc , & intervalla E' E' , E' E' , E' E 1 , 
E 1 E * , itemque F' F' , F' F~' , F~~' F ~' , erunt fin- 
gula aequalia zclts. Curva haec a LEiBNiTio eft vocata 
linea Sinuum , quoniam ejus ope cujufque Arcus finus facile 


invenitur. Cum enim fit LL = A. (in. — , erit vicifiim 

a J c . 

* / 

-- = (in. A. Si ponatur — = — 7 r , fiet — = 

c J - a 1 ai a c 

cof. A. ; ficque fimul habetur Linea Cofinuum. 


511. Simili modo ex hac confideratione oritur Linea Tangen- 
tium , cujus sequatio erit y = A. tang. x , pofitis brevitatis 
ergo <1=1 & c=i ; hinc ergo convertendo fit x=tang. A, 

y=^-^ , cujus Curvx figura facile ex natura Tangentium 

colligitur. 
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colligitur. Habebit autem infinitas Afymtotas inter fe paralle- 
las. Pari modo defcribi poterit Linea Secantium ex aequa- 

tione y = A.fic. x, feu x=fec.A. y = -E— , quae etiam in- 
finitos ramos habet in infinitum excurrentes. Maxime vero 
ex hoc Curvarum genere innotuit Ctclois, feu Trochois , 
quae defcribitur a pundo in peripheria Circuli fuper linea rec- 
ta rotando progredientis , cujus aequatio inter Coordinatas 
orthogonales eft y = V ( 1 — x x ) + A. cof. x. Curva luec , 
cum ob defcriptionis facilitatem tum ob plurimas , quibus gau- 
det , infignes proprietates , maxime eft notatu digna. Quo- 
niam autem pleraeque fine Analyfi infinitorum explicari ne- 
queunt , hic tantum prxcipuas , quae ex defcriptione imme- 
diate fluunt, breviter perpendamus 

5ii. Rotetur ergo Circulus ACB fuper reda EA ; at- 
que , ut inveftigatio latius pateat , non pundum Peripheria: 
B fed pundum Diametri produdae D quodcumque defcri^at 
Lineam curvam Dd. Sit hujus Circuli radius CA = C B= <7, 
diftantia CD=b , atque in hoc quidem fitu pundum D 
locum obtineat fummum. Pervenerit inter rotandum Circulus 
in fitum a QbR ; ac, pofito fpatio A Q={ erit Arcus aQ 

= j , qui divifus per radium a dabit angulum a c Q = -£- , 
& pundum defcribens erit in d , ut fit c d = b , angulus 
dcQ = 7 t ; & d erit pundum inCurva quaifita. Du- 

catur ex d primum in redam A Q normalis dp , tum in rec- 
tam Q R normalis dn ; erit d n = b.fin. -i- & c n = — . 

l.cof. ergo Qn — dp = a + b. cof. - 3 -. Producatur d n 

donec redae A D occurrat in P ; ac vocentur Coordinatas 
D P = x , P d — y ; erit x = b -f- c n ; feu x = b — . 

b. cof. - 3 - , & y = A Q-f- d n = { + b.fin. * . Cum igitur 

Euleri Introduci, in Anal. infin, Tom. II, P p 


C A p. 
XXL 
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fit b. coj. -L- = b — x , erit b. Jin.-d^- = ^ (x bx — xx) & 

^ = a A. co/i. ( i j-)= a A.fin. rr J • quibus 

raloribus fubftitutis , erit y=^ (ibx — xx) 

Vel , fi AbfcifTE in Axe AD a Centro computentur voce- 
turque b — x=r, erit, V (a&x — xx) = V(6£ — ft), & 
inter t & y habebitur atquatio ifta 

y—^ibb — tt) +a\. ccf. ~~ y 

qua; sqnatio dat Cycloidem ordinariam, fi fuerit b = a; fin 
autem fit vel b major quam a , vel b minor quam a , Curva 
vocatur Cyclois vel curtata vel elongata. Semper autem erit 
y Fundio infinitiplex ipfius x , vel t ; l’eu , qutelibet reda bafi 
A Q parallela Curvam in infinitis pundis fecabit , nifi ejus dif- 
tantiaxvelt fuerit tanta, ut V(i bx — xx) vel >/ {bb — 
fiat imaginaria quantitas. 

523. Inter Curvas hujus generis, qua; imprimis funt cogni- 
ta, referri debent Epicydoides & Hypocycloides , qua oriuntur fi 
Circulus AC B fuper Peripheria alterius Circuli O A Q rota- 
tur, iutereaque pundum quodpiam D , vel extra vel intra Cir- 
culum mobilem fumtum , Curvam D d deferibit. Ponatur 
Circuli immoti radius O A = c , radius Circuli mobilis 
C A =C B = a , & diftantia pundi deferibentis CD = b\ 
fumatur autem reda O D pro Axe Curva; quatfits D d. A. fitu 
hoc initiali , quo punda O , C , D in diredum jacent , pro- 
cefferit Circulus mobilis in fitum Qc R , deferipto Arcu A Q 

= { , ita ut fit angulus^ OQ=-d~. Erit ergo Arcus Q a 

= A Q = { ; hineque angulus ac Q = -d- = R c d : & , 

fumta reda cd = C D = b , erit d pundum in Curva Dd. 
Exeo in Axem demittatur perpendiculum dP j itemqueexc 
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perpendiculum crn & cn parallela Axi OD. Ergo , ob an- 
gulum Ren = A 0 Q = , erit angulus d c n = -- + • 

JL _(£+£!!. Un d e obtinetur dn = b.fm. { A±lls & 
c n = b. cof. . Deinde , ob OC = O c = a + c , 

d tr 

erit c m = ( a + c ). Jin. E-- , & Om = (a + c ). cof. -- . 
Vocatis ergo Coordinatis OP = x, & Pd = y , erit x = 

( a + c). co/-E + b. & y = (a+c).fin. E- + 

Hinc patet, fi ~~~ fuerit numerus ratio- 
nalis, tum ob commenlurabilitatem angulorum — & — 

0 c ac 

ipfam incognitam ^ eliminari , ideoque aquationem algebrai- 
cam inter x & y inveniri pofTe. Reliquis cafibus Curva hoc 
modo deferipta erit tranfeendens. 

Ceterum hic notandum eft , fi fumatur a negativum , tum 
Hypocycloidem ede prodituram , Circulo mobili intra Circu- 
lum immobilem cadente. Vulgo quidem b ftatuitur Radio a 
squalis ; ficque Epicycloides & Hypocycloides proprie fic 
didas refultant. Hic igitur invents Curva: latius patent ; & , 
quia xquationes non funt difficiliores , hanc conditionem adji- 
cere vilum eft. Si quadrata xx & yy addantur , erit xx + yy = 

(a +c)‘ + b' + z£ (« + «)• cof-- , cujus asquationis ope 
eliminatio ipfius ^ eo facilius expedietur , quoties quidem 
quantitates a & c fuerint commcnfurabiles. 

514. Prxter cafus , quibus amborum Circulorum radii a & 
c funt inter fe commenfurabiles , Curvsque fiunt algebraicas , 
notari meretur ifte quo b = — a — c ; feu , quo pundum 
Curvi D in Centrum Circuli immobilis O incidit. Sit igitur 
b = — a — c ; eritque xx + yy = z (n +c)‘ (1 — cof. -E ) 

P p z 


C At. 
XXI. 
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— ' n ' =4 (“ + c)' (cof. ■, unde fiet cof. — ■ • Dein- 
de , cum fit x = ( a + c ) ( cof. -* cof. ) & y = 

x_ 

y 


.... 

tan 8‘ ITc 


(a +c)(fn.-j- — /n. (a ^ -- T ), erity = 

& f in , Li£±£lj __ — * — - • atque cof U^±£ll = 

\<^7+yyY Quare» cum fit ^ (xx + yy) = x(,a + c)cof.-^. 
fiet x=2(o+0- cof. fui . ^ 1 J 2 ^~ c ^ ^ , &y= — a(a + c)* 

co/T cof Sit » exempli gratia , c = ia erit 


x = 6 a. cof. fin. , & y = — 6 a. cq/? cof — , & 

J la ' a ' J J ia J a 

V (xx + yy) = 6 a. cof^L. Ponamus cof. ^ = q , erit 
/"•£ = V(i — f?)> — *?V(* — ??)» atque 

cof. -i- = a<^ — i : unde fit q = , & y = 

— 6aq{xqq — i)=C r — *??) V(**+yy)=( i— 

V(xx+yy); feu , i8aay=(i8aa — xx — yy) V(xx4-yy). 
Ponatur 18 aa=ff ; & , fumris quadratis , habebitur ifta «qua- 
tio fexti ordinis (xx+yy)' — xff(xx-\-yy)'-\-f*xx=o+ 
Quoniam vero hic nobis eft propofitum non Curvas algebrai- 
cas fed tranfcendentes contemplari , his mifiis ad ejufmodi 
Curvas progrediamur , quarum conftrudio fimul tam Loga- 
rithmos quam Arcus circulares requirat. 

\ 

T a b. jij. Supra vero jam ejufmodi nadi fumus Curvam ex aequa- 
XXVI. . , v i 

fig. 107. tione a y = x 1 r -|-x T , quam tranfmutavimus 
in hanc y = cof.A.Ix. H«c vero ulterius abit in A.cofy = 

Ix , & x=e A< *^- y . Sumta ergo reda AP pro Axe, in 
eoque A pro initio Abfciflarum , primo patet ultra A b re- 
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gione ASfciiturom negativarum Curvje nullam dari portionem 
continuam , Axis autem A P a Curva in infinitis pundis D 
interfecabitur , quorum pundorum ab A diftantue progreffio- 

T 

nem geometricam conftituent , erit fcilicet A D = e 1 j 

3~ s* 2l- 

A D' = e 1 ; A D' = e * ; AD' = e 1 ; &c. , tum vero 
dabuntur infinitae interfiediones ad A propius accedentes 

3 T 1 * 

AD~' = e x , AD~' ==e x ,AD~'=e 1 &c. 

Deinde haec Curva utrinque ad Axem excurret ad diflantias 
A B = AC = 1 y ibique redas Axi parallelas tanget in in- 
finitis pundis E & F , quorum diftantiae a 5 & C pariter pro- 
greflionem geometricam conftituent. Infinitis ergo flexibus 
Curva ad redam B C accedet , atque tandem cum ea prorfus 
confundetur. Singularis ergo hujus Curvae proprietas in hoc 
confidit , quod non reda infinita fed finita BC Cunae fit 
Afymtota , quo ipfo hujus Curvae indoles ab algebraicis maxi- 
me diftinguitur. 

5 x 6 . Ad Curvas tranfeendentes , quarum conftrudiio an- 
gulos , ~vel folos vel cum Logarithmis conjundos , requirit , 
referri quoque debent innumerabiles Spiralium fpecies. 
Refpiciunt autem Spirales pundum quodpiam fixum C tan- 
quam Centrum , circa quod plerumque infinitis fpiris circum- 
ducuntur. Natura harum Curvarum commodiflime explicatur 
per aequationem inter cujufque Curv® pundi M a Centro C 
diftantiam C M & angulum ACM, quem haec reda CM 
cum reda pofitione data C A conftituit. Sit ergo angulus 
A C M= s ; feu , fit s Arcus Circuli radio = 1 deferipti, 
qui fit anguli ACM menfura , ac ponatur reda C M = 
Quod , fi nunc detur aequatio quaecunque inter variabiles s & 
{ , Curva refultabit fpiralis. Cum enim angulus ACM, 
praeter s, infinitis modis exprimi queat; quoniam anguli is+j, 
4 -f- s , 6 7 r -h s , &c. , item — i ■nr + 5, — t± 7 r s , &c. r 

eandem pofitionem redae C M exhibent , his valoribus loco <9 


C a p; 
XXI. 


T AB. 

xxvr. 

Fig. io8b. 


Digitized by Google 


3 ox DE LINEIS CURTIS 

Lib. 1 I. in aequatione fubftitutis , diftantia C M infinitos diverfos obti- 
' nebit valores , ideoquc reda C M produda Curvam in infi- 

nitis putidis fecabit nili ex his valoribus quantitas { fiat ima- 
ginaria. Incipiamus ergo a cafu fimpliciftimo , quo eft y = 
a s ; eruntque pro eadem redte C M pofitione valores iplius y 
ifti a ( x 7r + i) > fl(47r + s),a ( 6 w + s) &c. , itemque — 
<j(itt — s ) j — rt (47 r — i) , — a{6 u — s) , & c. Quin 
etiam fi pro s ponatur 7 r + 5 , eadem redz C M manebit 
pofitio , priterquam quod valor iplius ^ capi debeat negative : 
hinc ad valores iplius ^ afifi gnatos , addi oportet hos — 
a(7r + s), — a ( 3 7r + s ) , — fl(57r + s), &c. : przterea- 

T a b. <I UC ‘ftos — Oi fl ( 3 ‘ a ’ — s ) » <7 (? 7r — 5 )> & c - Cnr- 
XXVII. va: ergo hujus forma erit talis , qualis in figura ad marginem 
*'g- l 0 9 - allegata repraefentatur ; redam fcilicet AC in C tangit , hinc- 
que duobus ramis , utrinque infinitis gyris Centrum C ambien- 
tibus & fe mutuo in reda B C ad AC normali perpetuo de- 
culfantibus , in infinitum extenditur; eritque reda B C B ejus 
Diameter. Vocari autem haec Curva ab inventore folet Spi- 
ralis Archimedea ; atque , fi femel eft exade deferipta , infer- 
vit ad quemvis angulum in quorcunque partes fecandum , uti 
ex ejus aequatione j = a s fponte patet. 

5x7. Quemadmodum aequatio % = a s , qua: , fi f & s elTent 
Coordinata: orthogonales , foret pro Linea reda , praebuit Spi- 
ralem Archimedeam ; ita fi altae aequationes algebraicx inter 
^ & s accipiantur , infinitae aliae prodibunt Lineae fpirales , fi 
quidem aequatio ita fit comparata, ut lingulis ipfius s valoribus 
refpondeant valores reales ipfius Ita , hzc aequatio ^ = 

— , quae fimilis eft aequationi pro Hyperbola ad Afymtotas 

relata , praebet fpiralem , quz a Cei. Johannc Bernoul- 
lio vocata eft Spiralis Hyperbolica ; atque , poftquam ex 
Centro C infinitis gyris exiifiet , tandem in diftantia infinita 
ad redam A A tanquam Afymtotam accedit. Quod fi pro- 
ponatur aequatio 3 = a V s ; angulis s negative fumtis nulla 
refpondebit diftantia realis { ; valoribus autem affirmativis fin- 
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gulis ipfius s gemini valores ipfius ^ refpondebunt , alter af- C a t. 
firmativus alter negativus : fpirs tamen circa C abfolventur ^ x 
infinita*. Sin autem aquatio inter f & s fuerit hujufmodi 

! '=a V(nn — ss), variabilis j nullum habebit valorem rea- 
em nifi s contineatur intra hos limites -f- n & — n ; ideo- 
que hoc cafu Curva erit finita. Scilicet, fi ad Axem ACB 
per Centrum C utrinque inclinentur rectae EF, EF t cum Axe xXMf 
angulum = n conftituentes , ia» erunt Curvat fefe in C de- Fig.no. 
cuflantis tangentes ."ipfaque Curva habebit Lemnifcatse formam 
A C B C A. Simili autem modo innumerabiles alis obtine- 
buntur Linearum tranfcendentium formae , quas evolvere nimis 
foret prolixum. 

518. Haec tra&atio porro in immenfum amplificari polfet , 
fi inter ^ & s non aequationes algebraicae fed adeo tranfcen- 
detues accipiantur. Ex quo genere prae reliquis notari mere- 
tur ea Linea curva , quae hac aquatione s = n L -i- exprimi- 
tur ; in qua fcilicet anguli s font Logarithmis diftantiarum £ 
proportionales ; ob quam caufam haec Curva Spiralis Logari- 
ihmica appellatur, atque ob plurimas infignes proprietates ma- 
xime eft nota. Hujus Curvx primaria proprietas eft , quod Tab; 
omnes re« 5 lx ex Centro C eduds Curvam fub squalibus an- XXVII. 
gulis interfecent. Ad eam ex aquatione educendam, fit an- 

gulus A C M = s , & reifta C M = f , eritque s = n L & 

X 

l = a e " ; tum capiatur angulus major A C N = s + v , 

S V 

erit re<fta C N= ac n e n , ideoque Centro C dcfcripto Ar- 

S V 

cu M L , qui erit = £ v , fiet LN=z a c n (e" — 1 ) =s 

“*li + £+w+ &c - > Hinc erit > -tst = 
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tlB. II. 


- + — . +-r ; + &c - 

n i/i 6n' 


+ &C ' 


At eva- 


2/1 


' A/Z 

ncfccnte angulorum differentia M C N= v , fiet -j-jj tan- 


gens anguli , quem Radius C M cum Curva conftituit ; unde , 
faffo v = o , illius anguli AMC tangens erit = n , ideoque 
iflc angulus conftans. Si fuerit n = i,ille angulus erit fe- 
mire&us , hocque cafu Spiralis logarithnrfca vocatur femirec- 
tangula. 


CAPUT XXII. 

Solutio nonnullorum problematum ad Circulum pertinentium. 

519. Posito Radio Circuli = 1 , fupra vidimus fore 
femicircumferentiam tt , feu Arcum 180 graduum, = 
3,14159165358979313846164338, cujus numeri Logarithmus 
decimalis feu vulgans elt 0,49714987169413385435 1168188; 
qui fi multiplicetur per i , 30158 &c. , prodibit ejufdem 
numeri Logarithmus hyperbolicus , qui erit = 

1 , 1447198858494001741434137. Cum igitur longitudo 
Arcus 180 graduum fit cognita, inde cujufvis Arcus in gra- 
dibus dati longitudo poterit affignari. Propofitus fit Arcus n 
graduum , cujus longitudo , qua: qusritur , fit = { ; erit 180 : 

n — -T' 'dengue ^ — : hinc Logarithmus ipfius f re- 

peritur, fi a Logarithmo numeri n fubtrahatur ifte Logarithmus 
1 , 758111631409171115452.516413. Quod fi autem Ar- 
cus propofitus detur in minutis primis , ut fit n' ; tum a 
Logarithmo ipfius n fnbtrahi debebit ille Logarithmus 
, ^3617388179181584796x193111. Sin autem Arcus pro- 

pofitus 


> 
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pofitus detur in minutis fecundis ut fit = n " , tum longitudi- 
nis iftius Arcus Logarithmus reperietur , fi a Logarithmo 
numeri n fubtrahatur ifte Logarithmus 
5,3144x51331764.59480470060009 , vel fi ad Logarithmum 
numeri n addatur 4,6855748668x35405 195x9939990 , & a 
chara&eriftica fummi 10 fubtrahantur. 

530. Ex his ergo viciflim Radius & ejus partes quicunque, 
cujufmcdi funt Sinus , Tangentes & Secantes in Arcus con- 
verti , hique Arcus more folito fecundum gradus , minuta & 
fecunda exprimi poftiint. Sit | hujufmodi Linea per Radium 
1 ejufque partes decimalcs exprefta; fumatur ejusLogarithmus, 
ejufque charafteriftica denario augeatur, quemadmodum in ta- 
bulis Logarithmi Sinuum , Tangentium & Secantium repri- 
fentari folcnt ; quo fafto vel fubtrahatur ab ifto Logarithmo 
4,6855748668x35405 195x9939990, vel ad eundem Logarith- 
mum addatur 5,3144x5 133176459480470060009 ; utroque 
cafu prodibit Logarithmus , cujus numerus rcfpondens pra?be- 
bit Arcum in minutis fecundis expreftum. Pofteriori quidem 
cafu charadleriftica denario minui debet. Quod fi autem qui- 
ratur Arcus ipfi radio iqualis ; hic fine Logarithmis facilius 
per regulam auream invenitur , cum fit 7r ad i8o°ut 1 ad Ar- 
cum radio iqualem ; hinc aurem reperitur ifte Arcus in gra- 
dibus expreftus S7° ^')779^ 1308x3x0876798 , idem vero 
Arcus in minutis primis expreftus erit 

3437V74677078493QX5X60788 ; in minutis vero fecundis erit 
idem Arcus = X06164" , 806x4709635 5 1 5647x8. Con- 
fueto autem more hic Arcus expreftus continebit 

57% 17% 44'% 48"% xx'"% x 9 , xi», 

Hujus Arcus per feries in Setftione fuperiori exhibitas reperitur 
Sinus =0,84147098480514 

& . ■ 
Cofinus=o, 54030x30584341 
quorum numerorum ille per hunc divifus dabit Tangentem 
anguli 57°, 17% 44'% 48"% xx«", 19'*" , xi""\ &c. 

Euleri Introduci, in Anal. injin. Tom, II, Q q 


C a r. 
XXII. 
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tii. II. 531. His igitur pratmiflis , quibus Arcus circulares cum Sr- 
' nubus & Tangentibus comparari poffiint , plurimas quadHones 

ad naturam Circuli fpedantes refolvere poterimus. Ac primo 
quidem , patet omnem Arcum Sinu fuo efie majorem ^fi fit 
evanefcens ; aliter autem ratio Cofinuum eft comparata , quo- 
niam anguli evanefceutis Cofinus eft = 1 , ideoque Arcu ma- 
jor , anguli vero redi Cofinus eft = o , ideoque Arcu eft 
minor : ex quo patet intra limites o° & 90° dari Arcum , 
qui fit fuo Colinui «qualis , quem fequeuti problemate in- 
veftigemus. 

Problema F. 

Invenire Arcum Circuli , qui fit fuo Cofinui ecqualis . 

S O L U T 1 0„ 

Sit s ifte Arcus qusfitus ; eritque s = cof. s ; ex qua aqua- 
tione valor ipfius s commodius quam per regulam falfi didam 
vix inveniri poterit. Ad hoc autem jam propemodum valo- 
rem ipfius s nofle oportet , quod vel levi conjedura alfequi 
licet : nifi autem hoc pateat, tres plurefve valores locos fubfi» 
tituantur , & Cofinus pariter ad eandem unitatem revoce- 
tur. Ponamus s = 30®, quem Arcum ad partes radii revo- 
cemus regula fupra data 

/. 30 = 1,477 11T3 
fubtrahe 1,758 

l. Arch. 30° 9,7 1899 87 
at eft 

L cof 30 = 9,9375306 

unde patet Cofinum 30° multo ede majorem Arcu ideoque 
Arcum quaefitum majorem effe 30* , Fingamus ergo 
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5=40° Cap. 

eritque • XXII. 

/. 40 = 1 ,60x0600 
fubtrahe 1,7581126 
/. Arc. 40* = 9,8439374 
at elt 

l.cof. 40 = 9,8842540 

hinc intelligitur Arcum quzfitum aliquanto majorem effe quam 
40°, hancque ob rem fingamus s = 45°, erit 

■ I 45 = 1,6531115 
fubtrahe 1,7581116 
/. Arc. 45°= 9,8950899 

/. cof. 45 0 = 9,8494850 

continetur ergo angulus quzfitus inter 40* , & 45* : atque ade* 
hinc proxime definiri poterit. Nam, pofito s = 40% 

eft error = + 403166 : 
pofito autem s = 45°, 
eft error = — 456049, 

& differentia = 859115 , "* 

Fiat ergo ut 859115 ad 403166 ita differentia hypothefium 
5° ad exceffum Arcus quzfiti fupra 40% unde Arcus quzfi- 
tus major fit quam 41“, limites enim illi nimis funt remoti, 
quam ut exa&us definire queamus. Sumamus ergo limites 
propiores 0 


Qft * 
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l. s = 


s = 42° 

s= 43° 

1,6x3x493 

1,6334685 

1,7581226 

1,7581x26 

9,865 1x67 

9^753459 

.& eft 

& ett 

9,8710735 

9,8641x75 

+ 59468 

11x184 

— 11x184 


io' , 


47 • 

t • § //t — ” • — ' T/ 

Ardiflimos ergo obtinuimus limites 41*, 20' , & 41°, 11' 
intra quos verus ipfius s valor contineatur. Hos angulos ad 
minuta prima revocemus 


5=2140' 

5=2541' 

3,4048337 

3,4050047 

3,536x739 

3,5362739 

9,8685598 

9,8687308 

9,868785 1 

9,8686700 


+ 


2.153 

608 


— 608 


2861 : 1x53 = i' : 47", 14'" 

Hinc concludimus Arcum qusefitum , qui fuo Cofinui fit 
aequalis , fore = 42° , 20' , 47'' , 14"', hujufque Cofinus , feu 
ipfa longitudo, erit = o , 7390847. Q. E. I. 

53X. Sedor Circuli A C B a Chorda AB in duas partes 
fecatur , Segmentum A E B & triangulum ACB , quorum 
illud hoc minus eft fi angulus ACB fuerit exiguus, majus 
autem fi angulus ACB fit admodum obtufus. Dabitur ergo 
cafus quo Sedor ACB per Chordam AB in duas partes 
aequales fecatur , unde nafcitur. 


Problema II. 


Invenire Sectorem Circuli ACB, qui a Chorda A B in duas 
partes aquales fecetur , ita ut Triangulum ACB aquale Jit 
Segmento A E B. 
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Solutio.. 

Polito Radio AC = 1 , fit Arcus qusfitus AEB=.rs , 
ut fit ejus femifiis AE = BE=s : dudo ergo Radio CE , 
erit AF=fin.s , & CF=cof.s : Unde fit Triangulum ACB 

=JIn.s. cof. s= — . fin.is ; & ipfe Sedor ACB eft =s , 

qui cum xquari debeat duplo Triangulo , erit s=fin.is ; ideo- 
que Arcus quaeri debet , qui squalis fit Sinui Arcus duplici. 
Primum quidem patet angulum ACB redo efie majorem ; 
ideoque s fuperare 45 0 , unde fequentes faciamus hypothefes 


Caf; 

XXII. 


5 = 5 ®° 

* = 55 ° 

O 

\ s - 

II 

I.s = 1, 6989700 

1, 7403617 

*, 73 * 39 i 8 
T, 7581116 

fubtrahe. I, 7581116 

1. 7581116 

9 . 94 oii 474 

9, 9811401 

9 , 974 * 7 1 * 
9, 9781065 

l.fin.ls = 9, 993 35 M 

9, 97198?« 

+ 515041 

— 1 - 9*543 

1 + 3935 * 


9*^43 

617584: 515041 = s 0 ^®, 15' 


Erit ergo propemodum .5 = 54°, 15' : unde ad fuperiorcs hy- 
pothefes addamus 5= 54°, & cx erroribus concludetur sz=: 
54 0 , 17' , 54" , qui valor a vero minuto integro non difcrepat : 
faciamus ergo fequentes pofitiones minuto tantum difcrepantes 


s — u °, n ' 

leu 

!— 3 * 57 ' 

& 

l s = io8°,34' 
compl . = 71°, 16' 
/. s = 3, 5118178 
fubtrahe 5, 5561739 

* = 54 °,i 8' 
feu 

a= 3158' 

& 

i. t =ic8°,36; 
compl. = 7 i°,i 4 
3, 5*195 * * 
3 » 5361739 

s= 54 °. ' 9' 
feu 

* = 3 ’- 59 ' 

& 

it= io8“,38' 
compl. = 71°, 21' 
3 . 5 >30844 
3 , 5 361739 

l s=9> 97^5439 
/. fin. 1 s = 9. 97 s 787i 

9, 9766771 
9, 9767011 

9, 9768105 
9, 9766171 

+• *433 

+ 150 ii — 1934 

fiat ergo 1184 : 

* 9!4 

1184 

150 = i' : 6", 51” 
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Hinc erit 5 = 54°, 18', 6", 51'". Si hunc angulum accuratius 
determinare velimus , majoribus tabulis uti oportet ; unde 
faciamus fequentes hypothefes 10" differentes 


,= 54 ° , 18' , 0'' 

< = 54 *, 18 ', io" 

feu 

feu 

i= I 9 i 48 o" , 

*= , 9 ? 49 0 " 

li= 108" , 36 , 0 

2l=I0S°, 36', 10" 

compl. = 71 0 , 14' , 0" 

compl. = 71*, 13', 40" 

l.s= 5,1911013304 

5,1911245466 

fubirahe 5 . 3»44'1'3H 

3 . 3 I 44 1 3133 1 

9,9066771971 

9, 9766994134 

l.fm. 21 = 9, 9767011191 

9, 9766880552 


-f- 150319 — ■»»3,81 

113181 

363901 : 150319 = io": 6" , fi'" , 43"’ , 33'’". 

Erit ergo s= 54 0 , 18' , 6", js.'", 43"", 33 ,,,w i 
ideoque angulus ACB = 1 08 0 , 36' , 1 3"., 45'" , 17"" , 6 WU , 
ejufque complementum = 71 , 43 , 46 , 14 , 31 , 54, 
cujus finus Logarithmus , feu 
l . fm . i s = 9, 976691479 1 , 

& ipfe 

finus = 0,9477470. 

Deinde erit 

n.s =AF = B F - — o, 8111019 » 
ideoque ejus duplum , feu 
Chorda AB = 1,6141058. 

Prasterea vero erit 
Cofinus C F = 0,5335143. 

Sicque vero proxime Sedor quali tus conftrui poterit. Q. E. I. 

533. Simili' modo determinari poteft Sinus , quo Circuli 
quadrans in duas partes aquales fecatur. 

Problema III. 

In quadrante Circuli ACB applicare Sinum DE qui Aream 
quadrantis in duas partes aquales bifecet. 
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Solutio. 


Sit Arcus AE = s ; erit BE = — s , ob AEB = 

Y ; & Area quadrantis = -^ ?r. Jam Area Se&oris ACE 
eft = y s > a q«a Triangulum CDE =.~.fn.s. cof.s fubtrac- 
tum relinquet fpatium A D E = -E s — -^-.fn.s.cofs, cujus 

duplum dare debet quadrantem : ex quo erit — 7 r = s — 

4 

~-.fn.is: ergo s — tt = --.fin. tr. Ponatur Arcus s — 

~ ts •■= s — 45°= « • erit 1 s= 90 + iu; ideoque efle opor- 
tet 1/ = y* c°f’ > & iu=cof iu. Cum ergo Arcus requira- 
tur , qui fuo Cofinui aequetur , eumqne problemate primo in- 
venerimus , erit iw=4i° > 20', 47", 14'", & u = zi°, io', 13", 
37 1 ". Quocirca erit Arcus AE =s = 66 °, 10' , zf‘, 37'", & 
Arcus BE=zf, 49', 36", 13'". Hinc erit Radii pars CD = 
0,40397 1 8, & AD=zo , 5 960181, atque Sinus DE=o, 9 1477 1 1. 
Hoc ergo modo , quo Circuli quadrans bifecatur , totus Cir- 
culus fecabitur in 8 partes xquales. Q. E. F. 

534. Quemadmodum Circulum omnis recta per Centrum 
du£la bifariam fccat , ita ex quovis Peripherix pundto redtx 
educi poterunt , qux Circulum in tres plurefve partes xquales 
fecent. Inquiramus in quadrifedtionem , ac refolvamus. 

Problema IV. 


Propofito femicirculo AEDB ex punclo A educere Chordam 
AD qua Aream femicirculi in duas partes aquales fecet. 

Solutio. 


T f B. 

XXVIII 

■frVff.u*. 


Sit Arcus quxfitus AD~s i du&oque Radio C D , erit 
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area Sectoris ACD=^-s , a qua auferatur Triangulum 
AC D = -- AC . DE = s , remanebitque Segmen- 
tum AD = ~ s I-.fin.s , quod aquale efte debet fe- 

miffi femicirculi ADB , at area femicirculi eft = tt : unde 

erit s — Jin.s = ~ tt = 90° , ideoque 5 — 90°= ftn.s. Po- 
natur s — 90 °=m ,* erit fin. s=cof.u, & hanc ob rem u=s 
cof.u. Per Problema ergo primum erit u = 41 0 , 10', 47", 14"; 
hincque j = angulo ACD = 132°, io', 47'', 14", & angulus 
BCD = 47 0 , 39', ii", 46'". Ipfa vero Corda erit = 
1,8195411. Q. E. F. 

535. Sic igitur in Circulo Segmentum abfcinditur cujus area 
fit totius Circuli pars quarta , Segmentum autem femifli 
Circuli xquale eft ipfe femicirculus ejufque Corda Diameter. 
Simili modo Segmentum inveniri poteft , quod fit triens 
totius Circuli , quod fequenti Problemate inveftigcmus. 

Problema V. 

Ex punclo Peripherice A educere duas Cordas AB, AC, 
quibus area Circuli in tres partes cequales dividatur. 

1 

S O t U T t o. 

Pofito Circuli Radio = 1 , & hemiperipheria = tr , fit Ar- 
cus A B vel AC = s ; feritque area Segmenti AEB vel AFC = 

— s s : at area Circuli eft = ir ,• unde , cum Segmenti 

AEB area debeat efte triens Circuli , fiet — s -. fin.s=i 

— = 6 o° ; feu , 5 — fin. s = 1 io° , ideoque s — 1 io° = 

fn.s.Sits — iio°=t/, erit «==/?/!. (u + — u ). 

Arcus 
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Arcus ergo u quaeri debet , qui Iit squalis finui anguli 6o° — u. 
Erit ergo u minor quam 6o° ; ad quem Arcum inveniendum 
faciamus fequentes pofitiones 


U 20 ° 

60 a = 40° 

/. u = 1,3010300 
fubtrahe 1,7181216 

« = 30® 
60 u= 30® 

', 477 >ih 
1,758112 6 

11=40® 

60 U= 10® 

1,6010600 
1,75812 6 

/. u = 9,541907* 
/. fin . ( 60 u ) == 9,8080675 

9,7189987 

9,6989700 

9 . 8 + 39*74 
9 53405 17 

*f- 165.601 

20018; 

3.90857 


Patet ergo angulum u aliquanto efTe minorem quam 30°, &, 
calculo fubdu&o , major effe debet quam 29 0 fit ergo « — 1 y° 


60 — u = 31® 

l . u = 1,4623980 
fubtrahe 1,758 1126 


Lu=9,7 041734 
Lfin. ( 60 u ) = 9,7 1 18399 


•+■ 75 6 <9 

100287 


*759 i6 : 7 S 6 39 = »* 


16’, 16". 


Foret ergo angulus u= 19 0 , 16' , z 6", ad quem accuratius 
inveniendum , faciamus has hypothefes uno tantum minuto 
differentes 


u = 29*, 16' 
feu 

u = 1756' 

60 u = 30® ,44' 

/.11= 3,2445245 
fubtrahe 3,5262739 

it = 29°, 17' 

feu 

, “ = ' 757 ' 

60 u = 30®, 43' 

3,24477.8 

3,5301739 

/. u = 9,';o8i5o6 
l.Jin. ( 60 u ) = 9,7084575 

9,7084979 

9,7082450 

-f- 1069 

2519 

2522 


4398 : 

2069= 1': 2/', 0"'. 


Erit ergo vere u= 19°, 16' , 27" , o" 1 , 
hincque 

Eulcri Introduci, in Anni infin. Tom. II, R r 


C a p. 
XXII. 
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Arcus s = AEB = 149 0 , 16', 17", o 111 =. AFC 
unde refultat 

Arcus BC = 6i° , 17' , 6" , o w , 
ipfa vero 

Chorda AB = AC= 19x85340. Q. E. F. 

536. His Problematis , quibus Arcus quifpiam quaeritur dato 
Sinui vel Cofinui aequalis , adjungamus fequens , quo quidem 
idem negotium proponitur , attamen major difficultas occurrit. 

Problema VI. 

T a b. , In femicirculo A E B Arcum A E abfcindere , ita ut , ducto 
e j us Sinu EDj Arcus A E fit aqualis fumma rectarum AD + 

’ DE. 

S o l u t r o.. 

Quoniam ftatim patet hunc Arcum quadrante cfle majo- 
rem , qusramus ejus Complementum B E , & vocemus Ar- 
cum BE=s , ita ut fit Arcus AE= 180° — s , atque ob 
AC = 1 , CD = cof.s , DE=.fin. s , erit 180 0 — 5= 1 -f- 
cof. s + Jin. s. At , eft fin. s = i fin. -i- s. cof. ~ s , & x -j- 

cof. s = i cof. — s. cof. y s ; unde fit 1 8o° — s = icof. -L s 
(fin. y s + eof. y * )• At , eft cof. ( 45 0 — ~ 4 ) = 
cof-^-s + fin. \ s : ergo fin. f s + cof \ * = 
Vi.co/^(45° s) : unde erit 180 0 — s=z^i.cof. E-jx 

cof.{ 45 0 — y 4 )* Hac redudione , faciamus fequentes 
pofitiones 
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4* s = 20° 

45 # — T * = * 5 ° 

180 s = 140® 

/.(180 s ) = 1,146« 280 

fubtrahe 1,7581226 

T J = “* 

T ,= 

180 s = 158® 

2, 1398791 
1, 7581116 

1 . ( *8o s ) = 0, 38800; 4 

0, 3817563 

Lcof.~ s = 9 , 97 i 9 »tf 

9, 9701517 

Leo /. (45® — l-)s = 9 , 9571757 

1 

9, 9607301 

/■1 Vi = 0,4515450 

0, 45*5450 

0,381806-. 

0, 3824269 

Error -j~ 61989 

6704 

6704 

68693 * 

6x989= 1® ; 54' 


Cap. 

XXII. 




Hinc continetur s intra limites io° , 54', & 10 ° , 55', 
ideoque fequentes hypothefes fiant 


45 ®— i-,= 24®, 6 

s = 41® , 48' 

180 s = 138°, 12' 

feu 

1 80 s = 8292' 

3 , 9*86593 
fubtrahe 3,5362739 

io®, 55' 

« — 7*= 24®, 5' 

r = 41° , 50' 

180 ^=138®, 10' 

feu 

180 s = 8290' 

3 . 9*85545 

3 , 5362739 

0,3823854 

0, 3822806 

/. cof . — s = 9,9704419 

9 . 9703937 

/.«/(45 -j- ) r = 9,9603919 

9 , 9604484 

l . a V 2 1=0,4515450 

0 . 45*5450 

0,3823788 

0, 382387* 

Error -j~ 66 

1065 

1065 

1131 ; 

66 = x' ; 3" , 30'". 


R r 2. 
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Hanc ob rem erit — s = io° , 54', 3", 30 

* inde 

s = 41°, 48' , 7", 0'"== BE 
ideoque Arcus quaefitus 
AE = 138°, 11', 53", o"'. 

Erit vero Linea 

DE = o, 6665578 , & AD= 1, 7454535. Q. E. F. 

537. Comparemus nunc Arcus cum fuis Tangentibus ; & , 
cum in primo quadrante Tangentes fint Arcubus minores , 
quaeramus Arcum , qui fu* Tangentis femifli fit squalis , quo 
folvetur 

PrOBEEMA VII. 

AbfcinJere Sectorem ACD, qui Jit femijfis Trianguli ACE 
a Radio AC, Tangente A E Gt Secante C E comprehenfi. 

S O E tj T I O. 

Pofito Arcu A D = s , erit Sedor ACD = ~ s , Trian- 
gulum vero ACE = tang. s : unde debet effe tang. s 
=zs , feu 1 s=tang. s. Faciamus ergo has hypothefes 



i = 60° 

j = 7 o'’ 

s — 66’ 

s — (>V 

1.2$ 

= 1,0791811 

2,1461280 

2,1105739 

1 1,1271048 


1,7581 226 

r, 7581226 

1,7581126 

1 i f 7f8m6 

1.2 S 

= 0,52.10586 

0,3880054 

0,3614513 

0,3689822 

l . tang. s 

= 0,2485606 

0,4389541 

0,3514169 

0, 3711481 

- 

-f- 824980 

— 509^7 I 

+ u°I 44 

— 31659 


Hinc ipfius s reperiuntur limites ardiores 66° , 46' , & 66° , 
47' : quare fiat 
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s = 66° , 46' 
feu 

s = 4 co6' 

1 s = 8011' 

/. l/= 3,9037409 
3 , 5161719 

ERTIN&NTIUM. 

s = 66° , t,i 
feu 

j = 4007' 

2 S = 80 1 

3^9038493 

3 , 5361739 

l.ls = o , 3674670 
/. tang. s = 0, 3672499 

°> 3? 75754 
0, 367598? 

Error -j- 2171 

— 231 


*3» 

2 4 0i: 1171 = 1': f 4 ", 14*. 


unde erit 

Arcus s = AD = 66° , 4 6 ' , 54" , 14"' , 
hincque 

Tangens -^£ = 1,3311110. Q. E. F. 

538. Proponatur nunc fequens. 

Problema. VIII. 

Propofito Circuli quadrante ACB invenire Arcum AE, qui 
ecqualis fit Chorda fua A E ad occurfum F ufque producla. 

Solutio. 

Sit Arcus AE-=s y erit ejus Chorda AE=x.fin. s , 
finus verfus A D = 1 — cof. s = i.fin. s.fin. s : unde 
Triangula fimilia AD E , ACF, dabunt i./in.~ s.fin.-^s: 

i.Jin. y 5== 1 : 5 * eritque ergo s.fin. ~ st= 1. Fiant ergo 
fequenres politiones 


Cap. 

xxir. 


T A B. 
X I X. 

Fig. r 1 8 . 


Digitized by Google 


3 i 3 SOLUTIO NONKULL . PROBLEMATUM 


I I B. 1 I. S = 70° 

l.s 1,8450980 

fubtrahe 1,7581116 

I * = 80’ 

| 1,9030900 
1,7581116 

* =84° 

1,91^1793 

1,7581116 

,== 85 * 

i, 9 194 i 8 9 

1,7501226 

0,0869754 

o,»449674 

0,1661567 

0,1711963 

l.fin. is= 9,7S859«3 

9,8080675 

9,8155109 

9,8196833 

9,8455667 
Error + o,i 544331 

9 > 9 S 3°349 

0,0469650 

9,991 6676 
+ 83113 

0,000979 6 
979 « 


Unde s continetur intra limites 84°, 53', & 84°, 54' 

Sit ergo 


f = *4°,53' 

*= 84 ’. 54' 

feu 

feu 

(4 

II 

—n 

O 

NO 

, = 5 ® 9 +' 

i-, = 4 iM*T 

A,==42M7‘ 

l.s = 3,7069737 

3,7070589 

fubtrahe 3 , 5 361739 

3, 5361739 

0, 1706998 

0 , 1707850 

l . fin . — s = 9,8191003 
2 

9, 8191694 

0, 5999001 

0, 0000544 

Error + 998 

— 544 


Hincque oritur 

Arcus s = ^£=84°, 53', 38«, 51"', 

& 

Arcus BE= 50° , 6', n" , 9'". Q. £. /. 

539 * Quanquam in primo quadrante omnes Arcus funt fuis 
Tangentibus minores , tamen in fequentibus quadrantibus dan- 
tur ejufmodi Arcus qui fint a:quales fuis Tangentibus , quos in 
fequeoti Problemate methodo ex feriebus petita inveftigcmus. 

Problema. IX. 

Invenire omnes Arcus , qui Tangentibus fuis fint aquales. 
Solutio. 

Primus Arcus hac proprietate praditus eft infinite parvus. 
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Tum in fecundo quadrante , quia hic Tangentes funt negati- ^ C * r. 
vx , datur nullus iftiufmodi Arcus ; in tertio vero quadrante A 1 1 
dabitur unus 170° aliquanto minor ; porro dabuntur ejufmodi 
Arcus in quinto, feptimo , &c. Ponatur quarta Peripherix pa: s 
=q, & Arcus quaefiti contineantur in hac forma (i/i-j- 1)9 — 5, 


ita ut fit (in + 1 ) q — s = cot.s = 


tung.s 


Sit tang.s=xi erit 


s = x l - x' + -y x' y x' + &c. , idcoque ( 1 n -}- 1 ) q 

— - — 1~ x - x' + — x' -x’ + &c. Patet au- 

* 3 .S 7 . , . 

tem , ob s Arcum eo minorem , quo major fuerit numerus n , 

fore x quantitatem valde parvam ideoque proxime x = 
(z n \- !) g ’ ^ eu *x ==( 1 n + r ) q ; propius autem invenitur 

±. = (in+l)q — s = (zn+i)q- 
n h 6 


(zn-f-ij? 

*343 


3( ln_ H)*9' 


&c. 


15(1/1+ i)y 105(1/1 + 1)’? 945 (in+i)’?« 

Cum ergo fit q = 1,5707963x679+8 » erit Arcus qiiat- 

fitus= (w + i) 1,57079631679 — 0,63661977 — 

0,17100817 0,09061596 0,05891854 0,04158545 

" (1/1+»)' (1/1+0; . .1^+0.’ (»■ + *)* 

&c. Vel fi ifti termini , qui in partibus Radii exprimuntur T 
ad menfuram Arcuum reducantur , erit Arcus quxfitus in ge- 
nere confideratus = ( i n + 1)90° — — (i+(-Vp — 

18691" 111 5 5" 8784'' . n - 

JTT+-TT' ~ (1/1+77 “ - 1 - /, + ,r - Arcus er s° ^ uxfllom 

fatisfacientes ordine funt.. 


\ 
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I. 

I. 

go° — 

go° 



1 1. 

3- 

go° — 

ti° 

3 1 ' 

4* 

1 I I. 

5* 

go° — 

7. 

2X, 

3 1 

I V. 

7- 

go° — 

5. 

14. 

22 

V. 

9- 

go° — 

4» 

3» 

59 

V I. 

1 1 . 

go° — 

3. 

J 9» 

*4 

V I I. 

*3* 

go° — 

i. 

48 , 

37 

VIII. 

*5- 

go° — 

1 » 

26 , 

S 

I X. 

I 7* 

g°° — 

1 , 

8 , 

5 1 

X. 

i 9 . 

go° — 

i> 

55» 

16 


540. Hujufmodi quaftiones plures non propono, cum me- 
thodus ea refolvendi ex his exemplis clare perfpiciatur. Ce- 
terum hac Problemata in hunc finem potilTimum funt excogi- 
tata , ut Circuli natura , cujus quadratura omnibus methodis 
adhuc ufitaris fruftra fuit tentata , penitius infpiciatur. Si enim 
accidiflet , ut in folutione cujufpiain Problematis , vel Arcus 
cum tota Circumferentia commenfurabilis , vel ejus Sinus 
Tangenfve per Radium confiruibilis prodiiflet , tum utique 
fpecies quadam quadratura Circuli haberetur. Scilicet , fi in 
folutione Problematis VI. Sinus DE , qui prodit = 0,666 5578, 

inventus fuiflet = 0,6666666 = y , elegans certe Circuli 
proprietas innotefceret , Arcus quippe A E conftrui pollet 
Lines re&a A D + D E = 1 — h V y aequalis. Nul- 

la vero etiamnum ratio patet, qua hujufmodi Circuli quadra- 
turam impofiibilem elTe evincat : atque , fi talis detur, nulla 
alia via, prater hanc, quam hoc Capite aperuimus , adeam 
invefiigandam magis apta videtur. 

FINIS LIBRI SECUNDI. 


APPEN- 
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. C A P. L 


CAPUT I. 


De Superficiebus Corporum in genere. 

1. Qu^ in fuperiori Seitione de Lineis curvis funt tra- 
dita earumque ad aequationes revocandarum ratione , latilTime 
quidem patent , atque ad omnes Lineas curvas , quarum 
cunita punita in eodem plano fint polita , extenduntur. Ve- 
rum , fi tota Linea curva non fuerit in eodem plano lita , 
tum pricepta fupra data non fufficiunt ad proprietates ejuf- 
modi Curvarum eruendas. Hujus generis Curva: duplicem 
habent curvaturam ; liocque nomine de iis eximium fcripfit 
traitatum Acutiflimus Geometra Clairaut. Cum au- 
tem hic materia maxime fit connexa cum natura Superficie- 
rum , de qua hac feitione exponere conditui , feorfim eam 
non pertractabo , fed ejus explicationem cum fequenti de 
Superficiebus doitrina conjungam. 

i. Quemadmodum Linei funt vel reiti vel curva: , ita Su- 
perficies funt vel plani , vel non plani. Non planas autem 
voco , qu* vel convexi funt vel concavi , vel utriufcjue na- 
turi participes. Sic , Superficies externa Globi , Cylindri , & 
Coni , exceptis bafibus , eft convexa ; interna autem catiui 
Superficies concava. Quemadmodum porro Linea reita eft , 
cujus terna quique punita in direihtm lunt pofita ; ita Super- 
ficies plana eft cujus quaterna quique punita in eodem plano 
funt pofita; ex quo perfpicuum eft Superficiem non planam, 
hoc eft five convexam , five concavam , efle cujus non omnia 
quaterna puncta in eodem plano funt fita. 

3. Superficies igitur non plana qualis fit facilime intellige- 
tur fi , quantum a Superficie plana ubique diferepet , cogno- 
verimus. Simili fcilicet modo , quo indolem Linearum cur- 
varum ex diftantiis , quibus ejus quique punita a Linea reita 
pro Axe aflumta diftant, colligimus, ita naturam Superficierum 

S s 1 
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aeftimari conveniet ex fingulorum ejus pundorum dillantiis a 
Superficie plana pro lubitu a(Tumta. Propofita ergo quacun- 
que Superficie , cujus indolem definiri oporteat , pro arbitrio 
eligatur Superficies plana , ad quam ex fingulis Superficiei pro- 
pofita: pundis perpendicula duda concipiantur : quo fado , fi 
cujufvis horum perpendiculorum longitudo per aequationem de- 
terminari queat , naturam Superficiei hac ipfa aequatione ex- 
primi cenfebimus. Ex tali enim aequatione vicilfim omnia Su- 
perficiei punda alfignari poterunt , atque ideo ipfa Superficies 
determinabitur. 

4. Repraefentet planum/ tabulae eam Superficiem planam , 
ad quam fingula cujufque Superficiei propofitae punda refera- 
mus. Sit M pundum quodcunque Superficiei propofitae , quod 
extra planum tabulae litum concipiatur , unde ad hoc planum 
perpendicularis demittatur M Q , plano in pundo Q occur- 
rens. Jam , ad fitum hujus pundi Q calculo exprimendum , 
afiumatur in plano tabulae reda qutepiam A B pro Axe , ad 
quem ex pundo Q reda normalis ducatur QP. Denique in 
ipfo Axe A B fumatur pundum quodvis A pro initio Abfcifi 
farum : quo fado , fitus pundi M innotefeet fi noverimus 
longitudines trium illarum Linearum AP , PQ & QM , fic- 
que tribus Coordinatis inter fe normalibus fitus cujufque Su- 
perficiei pundi M fimili modo determinabitur , quo Linearum 
curvarum in plano fitarum fingula punda per duas Coordinatas 
inter fe normales exhiberi folent. 

5. Cum igitur habeamus tres Coordinatas A P , P Q & 
Q M, ponamus A P = x , P Q = y , & Q M = ^ ; ex 
hifque indolem Superficiei propofita: intelligemus , fi , lumtis 
pro lubitu binis x&y, noverimus quanta futura fit tertia^; 
hoc enim modo omnia Superficiei punda M determinare po- 
terimus. Natura ergo cujufvis Superficiei exprimitur aqua- 
tione, qua Coordinata { definitur per binas reliquas x&y 
una cum conflantibus. Hinc pro quavis Superficie propofita 
variabilis { aequabitur Fundioni cuidam binarum variabilium 
x & y. Atque vicilfim , fi { aequalis fuerit Fundioni cui- 
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cunque ipfarum x & y , tum illa aequatio exhibebit Superfi- C r. I. 
ciem quampiam , cujus natura ex ipfa ilia aequatione innotef- 
cet. Subflituendis enim pro x & y omnibus , quos recipere 
pofTunt , valoribus , tam affirmativis quam negativis , omnia 
plani alfumti punda Q obtinebuntur : tum vero ex aequatio- 
ne ipfius ^ per x & y conflabit ubique longitudo perpendi- 
culi Q Af=^ , donec ad Superficiem , pertingat : qui ipfius { 
valor fi fuerit affirmativus , pundum Superficiei M fupra pla- 
num A P Q , erit fitum ; fin autem fit negativus , infra hoc 
planum cadet; fi evanefcat, pundum Superficiei AI in hoc ipfo 
plano rcperietur ; at, fi fuerit imaginarius, tum pundo Q 
nullum prorfus Superficiei pundum M refpondebit. Quod ii 
autem eveniat , ut f habeat plures valores reales , tum reda 
ad planum normalis per pundum Q duda Superficiem in plu- 
ribus pundis M trajiciet. 

6. Quod igitur ad varias Superficierum naturas attinet, hic 
(latim fie offert diflindio in continuas feu regulares , & difeon- 
tinuas feu irregulares. Superficies fcilicet continua erit , cujus 
omnia punda per eandem aquationem inter j&x&y expri- 
muntur feu ; ubi £ efl eadem Fundio ipfarum x & y pro 
omnibus Superficiei pundis. Superficies autem -irregularis efl 
cujus vari* partes per diverfas Fundiones exhibentur ; uti , fi 
propofita fuerit Superficies, qu* in und loco fit fphasrica, in 
alio conica , feu cylindrica , feu plana. Hic autem Superficies 
irregulares penitus excludimus , atque ad folas regulares , qua- 
rum natura una quadam conflanti aequatione contineatur , re- 
fpiciemus. His enim pertradatis , quoniam Superficies irregu- 
lares ex partibus variarum regularium funt conflata: , etiam iflas 
facile dijudicare licebit. 

7 . Superficierum autem regularium primaria divifio inffirui- 
tur in algebraicas &. tranfeendentes. Superficies autem alge- 
braica vocatur , cujus natura exprimitur per squationem alge- 
braicam inter Coordinatas x , y & f ; feu , quando £ aequalis 
efl Fundioni algebraicas ipfarum x&y. Contra igitur, fi ^ 
non fuerit Fundio algebraica ipfarum x & y ; feu , ii in rrqua- 
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fi { definiatur per aequationem , in qua plures obtineat dimen- Caj>. I. 
fiones. Quam multiformis igitur futura fit Funitio ^ facilime " 

cognofcetur , fi aequatio inter x & y & ^ , ad rationalitatem 
perducatur. 

10. De cetero, ficuti in aequationibus pro Lineis curvis 
binas Coordinatas inter fe permutari pofle vidimus , ita in 
aequatione quavis pro Superficiei tres Coordinatae x , y , & j 
inter fe funt permutabiles. Primo enim , fi in plano A P Q 
altera re&a A p ad A P normalis pro Axe affumatur , erit nunc 
A p = y , &. p Q = x ; ficque binae x & y inter fe funt per- 
mutate. Reliquae permutationes omnes fotelligentur complen- 
do parallelepipedon re<flangulum A p QM^yrq P A ; in quo 
primum fpedlanda veniunt tria plana fixa inter fe normali^ 

AP Qp , AP qir , & A p^wr \ ad quae fingula , quemadmo- 
dum referatur Superficies propofita cujus pun&um eli M , ea- 
dem aquatio interar, y, & j declarat. In unoquoque au- 
tem plano duplex datur Axis , uterque initium habens in punc- 
to A , unde fex -diverfx relationes inter tres Coordinatas re- 
fultant. 

Coordinatx erunt 

= x 


Fro plano APQp 



Pro plano A p q x 


C At 
vel < T q 

IqM 
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vel 


C Ap = 
< P S = 

l CM =. 


Pro plano A p - tt 


vel 


A ir = \ 
•* l — y 
% M = x 


Quod fi autem a pundo fixo A ad pundum Superficiei M 
ducatur reda A M erit ea = V (xx + yy + ^ ). 

ii. Eadem ergo aequatio inter Coordinatas x , y , &r cog- 
nitionem Superficiei ad tria plana exhibet , qu® inter ie funt 
normalia atque fe invicem in pundo A decuflant. Quem- 
madmodum lcilicet variabilis ^ diftantiam cujufque Superficiei 
pundi M a plano A P Q exhibet , ita variabilis y ejufdem 
pundi M didantiam a plano APq , & variabilis x a plano 
yJ 1' £ praebet. Quod fi autem noverimus , quantis intervallis 
pundum AI difiet ab unoquoque horum trium planorum , 
tum fimul ejus verus fitus innotefeit. Haec igitur tria plana, 
ad quz Superficies quaevis per aequationem trium variabilium 
x, y & ^ refertur, imprimis notari debent ; quorum fi unum, 
uti APQ, fuerit horizontale, duo reliqua erunt verticalia, 
alterum fcilicet horizontali fecundum redam AP alterum fe- 
cundum redam A p infifiet. 

ii. Conftitutis ergo his tribus planis inter fe normalibus, 
ad qua: Superficies propofita referatur , ex fingulis ejus pundis 
A/ ad illa plana APQ, APq, & A 7r £ ducantur reds 
normales M Q , Mq , & Af£ , quae erunt AI Q = A'Jq =y , 
&t x. Deinde , completo parallelepipedo , habebun- 

tur tres redx iftis aequales , qua: ex pundo fixo A egredian- 
tur , fcilicet A p = x , A p =y , & A tt = {, ex quibus co- 
gnitis fitus pundi AI determinatur. Man feftum autem eft , 
fi iflae variabiles x , y , & % , dum in plagas ; quas Figura 
indicat , vergunt , affirmativae cenfeantur , tum earum valores, 
fi in plagas contrarias dirigantur , negativos ccnferi oportere. 

13 . Si 
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13. Si in aequatione inter tres variabiles x , y & j ea qua: 
ad planum APQ eft normalis, nempe ^ , ubique pares habeat 
dimenfiones, tum geminos habebit valores aequales, alterum 
affirmativum alterum negativum. Superficies igitur ita erit 
comparata, ut ad utramque plani A P Q partem fit fui fimilis 
& aequalis , atque adeo Corpus , quod ifta Superficie termi- 
natur , fedHone fecundum planum A P Q fa&a , in duas par- 
tes fimiles & xquales dividetur. Quemadmodum ergo in Fi- 
guris planis ea Linea redla , qua Figura in duas partes fimiles 
& xquales dirimebatur , Diameter eft appellata ; ita in folidis 
id planum , quo Corpus in duas partes fimiles dividitur, Dia- 
metrale vocemus. Quare , fi variabilis { in xquatione ubique 
pares habeat dimenfiones , tum planum AP Q, erit diame- 
frale, 

14. Simili modo intelligitur , fi in xquatione pro Superfi- 

xe variabilis y , qux ad planum A P q eft normalis , ubique 
pares habeat dimenfiones, tum planum APq ‘fore diame- 
trale. Sin autem variabilis x pares ubique habeat dimenfio- 
nes , tum planum A p erit diametrale. Ex xquatione ergo 
pro quavis Superficie inter tres variabiles x , y & £ data fta- 
tim apparet , utrum ex tribus planis APQ, A P q , A p Gt 
diametrale an fecus. Fieri autem poteft , ut duo , imo om- 
nia tria hxc plana , fint diametralia. Scilicet , pro Globo , cu- 
jus Centrum fit in A , ob radium A M= V (** + yy + {{0 
x=a, erit xx -j- yy = , unde fingulis hifce tribus planis 

Globus in duas partes fimiles & xquales difpertietur. 

15. Ad Figuram Superficiei, qux in propofita xquatione 
continetur , cognofcendam , ad tria illa plana inter fe norma- 
lia imprimis attendi oportet , qux in Figura reprxfentan- 
tur per Q Q' Q' Q',& TT' T‘T' , atque VV' VV' , atque 
fe mutuo in pumfto A interfecant. Hxc tria plana , fi in 
infinitum quaquaverfus produfta concipiantur, univerfum fpa- 
tium divident in oifto regiones , qux in Figura exhibentur lit- 
teris AX,AX ' , A X‘, A X\ AX',AX',AX‘,&AX\ 
Quod, fi jam in prima regione AX variabiles x , y & {, 

Euleri Introduci, in Anal. injin. Tom. IL T t 
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affirmativos valores habere ponantur , in reliquis regionibus 
una vel duas omnes tres fient negativae. Ratio autem ho- 
rum valorum clariffime ex fequenti fchemate perfpicietur 


Regio A X 
AP = 4- * 
AR = 4 - y 
AS = -f- t 

Regio A X' 

AP'=T x 

AR= f y 
AS = + X 

Regio A X * 
AP = x 1 

AR = + y 
\ AS' = ? 

Regio A X' 

AP' = * 

AR = + y 
A S' = \ 

Regio A X' 
AP = + x 

Regio A X' 
AP' = — * 

Regio A A’ 6 
AP = 4- x 

Regio A X 1 
AP' — * 

AR ' = y 

AR 1 — y 

A R' = y 

AR' = y 

AS = + t 

as = 4 - * 

AS' = — l 

AS' = * 


16. Commodius autem erit odo has diverfas regiones nu- 
meris infignire , quo facilius , de quanam fermo fit , indicare 
queamus. Cum igitur odo iftac regiones in pundo A fint 
confines , atque interfedione trium planorum inter fe norma- 
lium diftinguantur ; plana autem haec tribus redis P p , Q q , R r 
fefe in pundo A normaliter decuffantibus determinentur , re- 
giones illae tribus litteris P,Q,R, vel majufculis vel minulculis 
definiri poterunt. Regio fcilicet principalis , feu prima , P QR 
erit fpatium , quod parallclepipedum ex tribus redis AP 
AQ, A R in infinitum produdis formatum comploditur ; & 
regio Pq r erit fpatium , quod parallelepipedum ex tribus redis 
A P , A q , A r in infinitum produdis formatum includet. Po- 
fitis ergo tribus variabilibus A P = x, A Q =y ,,A R ={ , 
erit utique A p = — x , Aq = — y,8cAr = — f. Se- 
quenti ergo modo odo has regiones numeris diftinguemus, 
ut fit 
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prima I. 

P QR 

ZAP = 4- z 

inter Coordinatas ^ A <j) = -j- y 

I fecunda 1 1. 
PQr 

A r = * 3 

tertia III. 

quarta IV. 

PqR 

pQR 

S AP = + X 

A p = x 1 

inter Coordinatas \ A a = v 

AQ = + y > 

Lar= -f- \\ 

Ak = 4 - , S 

quinta V. 

fexta VI. 

P 1 r , 

9 Q r - 

C AP = + x 

A p = — xl 

inter Coordinatas < A q = y 

AQ = + y f 

lAr= * 

At = t 3 

feptima VII. 

oQava VIII. 

pqR 

P ? T 

C A p = — * 

A p = * 3 

inter Coordinatas < A q = y 

A q = y > 

Lar = + \ 

A r = ? J 


17. Regiones iftae vel magis vel minus a fe invicem difcre- 
pant. Primo nimirum dantur binae regiones , quae duas Coor- 
dinatas habent communes , unica difcrepante ; ideoque plano fe 
invicem tangunt , quas vocemus conjunclas. Deinde , fi duae 
Coordinatac fuerint diverf® , unicamque habeant communem , 
regiones Linea reda rantum fe tangent , quas vocemus dij- 
junclas. Tertio , fi omnes Coordinatae fignis didentiant , regiones 
tantummodo in pundo A fe tangent , hafque oppofuas vocabi- 
mus. Quae jam regiones cuique fint conjundae vel disjundas 
vel oppofna: fequens tabella exhibebit. 


Tt x 


Cxr. I. 
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Afpekd. 


Regio. Conjuncla. Disjunclce. Oppojita r. 


p y r 

m 

R q R 
III 

p<JR 

IV 

H» 

pQr 

VI 

p q R 
VII 

pqr 

VIII 

'X' 

P(^R 

n 

p Or 
VI 

EZEl 

Kufl 

pQR 

IV 

m 

pq R 
VII 

Pq R 
III 

m 



m 

p q R 
VIII 

pQR 

IV 

pQr 

VI 

•% K 

pOr 

VI 

pq R 
VII 

1‘ Q R 

m 


P q R 
III 

P q r 
V 

mi 


m 

pqr 

VIII 

PQR 

I 

pqR 

VII 

p Qr 
VI 

'fv* 


P <pR 

IV 

pqr 

VIII 

P (p r 

II 

p q R 
VII 

PQR 

I 

m 

Pq R 
111 

p q R 
VII 

1211 

iZ£3 

p(JR 

IV 

P q R 
III 

m 

131 

m 

P Q r 
II 

pqr 

VIII 

p q R 

VII 

p(pr 

VI 


\pQR 

1 iv 

P q R 
III 

m 

PQR 


18. Patet ergo quamlibet regionem habere tres fibi con- 
jugas , totidem disjun&as , unicamque oppofuam , atque ex 
Tabula praicedente Ilatim perfpicitur quemadmodum qutelibet 
regio ad aliam quamcunque fit comparata. Ordo autem * 
quem numeri regiones denotantes in illa Tabula tenent r 
attentione eft dignus ; qui ut melius in oculos incurrat , eofdem 
numeros eodem ordine quadrato fequenti inclufi. 



7 1 » 1 

□oniinn 

8 

7 

rmnna 

u 

n 


nuiinu 

n 

n 

Ei 

niinuu 

7 

u 

ei 

ununn 

a 

1 1 1 

nunna 

a 

DEfl 

uummnun 


Cujus indoles & proprietates levi attentione percipientur , ufus 
vero in fequentibus uberius ob oculos ponetur. 
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19. Ante jam annotavimus fi in aquatione variabilis 1 ubi- Caf. I. 
que habeat pares dimenfiones , tum Superficiem duas efle ha- : 
bituram partes fimiles & aquales ; par* fcilitet in regione 
prima aqualis erit parti in fecunda , fimilique modo regiones 
tertia & quinta , item quarta & fexta , ac denique feptima & 
oftava inter fe convenient , uti quadrati bina feries ab 1 & 1 
incipientes exhibent. Sin autem in aquatione varialis y ubique 
pares habeat dimenfiones , tum regio prima cum tertia , 
fecunda cum quinta , quarta cum feptima , & fexta cum o&ava 
congruet. Sed fi x in aquatione ubique pares habeat dimen- 
fiones , tum regio prima cum quarta , fecunda cum fexta , 
tertia cum feptima , & quinta cum o&ava congruet. Scilicet 


fi in aquatione pares ubique habeat dimenfiones 
variabilis 


convenient regiones 


convenient regiones 
i,i, 3, 4, 5, 6 , 7,8 
3, j, 1,7, z,8, 4, 6 


convenient regiones 
1,1,3, 4,^,6, 7, 8 
4,6,7, x,8,i, 3,5 




10. Ut partes Superficiei in regionibus disjun&is prima & 
quinta fita inter fe fint aquales , tum aquationem ita compa- 
ratam effe oportet , ut maneat eadem , etiamfi bina variabi- 
les y & { negativa accipiantur. Hoc igitur eveniet fi amba 
y & { in fingulis aquationis terminis vel pares ubique vel 
impares dimenfiones junflim fumta conftituant. Quod fi au- 
rem regio prima congruat cutn quinta , tum fecunda cum ter- 
tia , quarta cum o&ava , & fexta cum feptima conveniet. Si- 
mili modo , fi in aiquatione pro Superficie bina variabiles x 
& ^ vel parem ubique dimenfionum numerum , vel imparem 
ubique adimpleant , tum regio prima cum fexta , fecunda cum 
quarta , tertia cum ociava , & quinta cum feptima congruet. 
Scilicet 
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Appkkd. .St /n aquatione pro Superficie ubique vel pares vel ubique 

impares adimpleant dimenfiones 

variabiles 

x & ^ x & y 

congruent regiones congruent regiones 
i,i, 3,4, 5,6,7, 8 j, 1,3, 4, 5, 6, 7, 8 

4 ' 8 »z, 7 > *> S-» 3 7> 8,4. 3»^» 5 > 1 

Quod fi autem omnes tres variabiles x , y , 6’ z junclim con- 
fiderata ubique vel pares vel ubique i npares teneant dimenfiones , 
tum convenient regiones oppofita 

1 > 2., 3 > 4 » 5 > 7 » 8 

' 8 , 7, 6 , 5 , 4 , 3 , z , 1. 

zi. Si ex his conditionibus duc vel tres fimul in cquatione 
inefle deprehendantur , tum vel quaterna; vel omnes odo re- 
giones partes Superficiei fimiles & squales continebunt. 
Scilicet 

Si & x & y feorfim confiderata ubique pares obtineant 
dimenfiones , 

tum Jequentes quaterna regiones congruent 



2 -, 

3 * 

4. 5 ■» 

6 , 

7 » 

8 

3 > 


1 , 

7 » 

8 > 

4 < 

6 

4 * 

6 , 

7 . 

1 , 8 , 

i. 

3 » 

5 

7 » 

8 , 

4 * 

3 » 

5 > 

1, 

z. 


Si & x& z feorfim confiderata ubique pares habeant dimenfiones t 
tum Jequentes quaterna regiones congruent 

1. 2., 3, 4, 5, 6, 7, 8 

2>, 1» 5» ^ > 3* 4 ■» 8 , 7 

4 > ^ • 7 • 1 » 8 , z, 3» 5 

6 , 4, 8, z, 7, 1, j, 3, 


y & { . 

congruent regiones 

* > 2., 3 j 4 ’ 5 > 7 » 8 

5,3,1, 8, 1,7,6, 4 
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Si variabiles y & z JeorJim conjideratce ubique pares habeant Cir. T. 

dirnenfiones , 

tum fequentes quaterna: regiones congruent 


I » 

a. 

3 > 

4 * 

U 

6 , 

7 » 8 

1 » 

i , 

J > 

6 , 

3 * 

4 > 

8 , 7 

3 > 

S, 

i , 

7» 

a. 

8 , 

4» ^ 

5 » 

3> 

a» 

8 , 

i x 

7 > 

6 , 4 , 


zz. Si una variabilium ubique pares habeat dirnenfiones r 
reliquae vero binae fimul confiderata: vel ubique pares vel ubi- 
que impares confiituant dirnenfiones , tum quoque quaternae 
regiones congruent T fequenti modo* 

Si z ubique pares habeat dirnenfiones , & x & y ubique vel pares 
vel impares dirnenfiones confiituant , 
tum fequentes quaterna regiones congruent 


1 > 

x. 

3» 4^ 

5» 

6 , 

7> 

8 

a, 

1 » 

5 > 6 > 

3> 

4> 

8 , 

7 

7, 

8 , 

4. 3. 

6 , 

5* 


&- 

8, 

7 > 

^ j 5 > 

4. 

3» 

a». 

1 . 


Si y ubique pares habeat dirnenfiones , atque x & z ubique vel 
pares vel impares dirnenfiones junclim confiituant , 
tum fequentes quaterna regiones congruent 


1* 

— * 

3> 

4* 

5 > 


7» 

8 

3 » 

5 » 

1 , 

7» 

a. 

8, 

4 » 

6 

6 , 

4. 

8 , 

a. 

7 * 

1 > 

5 * 

3 

8, 

7* 

6 , 

5 > 

4» 

3. 

a. 

1, 


Si x ubique pares habeat dirnenfiones , atque y 6' z junclim 
eonfiderata ubique vel pares vel impares confiituant dirnenfiones , 
tum fequentes quaterna regiones congruent 
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I , 


3 * 

4» 

5 > 

6, 

7 * 

8 

4» 


7» 

1 * 

8, 

1 , 

3 • 

$ 

5 > 

3 * 

i , 

8, 

1 , 

7 * 

6 . 

4 

8, 

7» 

6 , 

5* 

4 » 

3 > 


1. 


His ergo tribus cafibus fimul omnes tres variabiles x , y , & { 
jundim confiderats ubique vel pares vel impares dimeufiones 
adimplebunt. 

13. Superfunt fcquentes cafus quaternarum regionum aequa- 
lium. 

Si x & y 7 ubique vel pares vel ubique impares (limenjionts 
& y & z $ conjlituant , 

tum fequentes quaterna regiones congruent 


* . 

i , 3 t 

4. 

5 » 

6, 

7 > 8 


3 • 

8, 

* , 

7 > 

6 , 4 

7» 

8 , 4 , 

3* 

6 » 

5 * 

x , 2 

6 > 

4 > ® » 


7» 

1 , 

3- 


Eaedem ergo fimilitudines prodeunt , fi infuper binas reliqus 
variabiles * & ^ ubique vel pares vel impares dimenfiones 
conflituant , ita ut haec conditio jam in propofita contineatur. 
Portiones ergo Superficiei in quaternis disjundis regionibus 
erunt inter fe squales , fi in squatione bins qusque varia- 
biles jundim confiderats ubique vel pares vel impares dimen- 
fiones conftituant. Cum autem tres dentur combinationes , 
notandum eft fi dus expolita proprietate fiierint prsditx , ttim 
fimul tertiam combinationem eadem proprietate elfe gavifu- 
ram. 

2.4. Quod fi ad conditiones , qu* quaternas regiones fimi- 
les & squales produxerant , nova infuper accedat in iis non 
contenta ; qus per fe squalitatem in binas regiones inferret , 
tum omnes prorfus regiones inter fe fient squales , atque Su- 
perficies conflabit ex odo partibus inter fe squalibus & fimi- 

libus. 
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libus. iEquatio ergo pro hujufmodi Superficiebus omnes C a r. T/ 
hademus memoratas proprietates conjundim poflidebit : fcili- 1 

cet , linguis variabiles x ,y , q feorfim confiderats ubique pa- 
res conftitucnt dimenfiones; ex quo jam fequitur binas quafque 
jundim conlideratas , atque etiam omnes tres fimul fumtas , 
ubique pares e(Te conftituturas dimenfiones. 

i 5. Utrum autem aequatio inter tres variabiles propofita 
una duabufve vel adeo tribus exhibitarum proprietatum fit 
praedita an non , id quidem , quod ad cujufvis variabilis pares 
dimenfiones attinet , facile perfpicitur. Neque difficilius eft 
inquirere , utrum omnes variabiles fimul confiderats ubique 
vel pares vel impares conftituant dimenfiones. At utrum bi- 
us tantum ad hanc proprietatem fiut comparata: , difficilius 
erit examinare. Ponatur in squatione vel x = nf, vel y = 
n\, vel x=ny , ac difpiciatur utrum uno alterove cafu squatio 
refultet , in qua variabilis { duobus prioribus cafibus , vel y 
poftremo cafu , ubique induat pares dimenfiones : quod fi eve- 
niat , dus variabiles jundim fumts ubique vel pares vel impa- 
res dimenfiones conftituant necefle eft; hineque Superficies 
duas faltem habebit partes inter fe fimiles & squales. 


CAPUT II. 

Di Scelionibus Superficicrum a planis quibufeunque faclis. 


1 6. (Quemadmodum interfediones Linearum funt punda , 
ita Superficierum interfediones funt Lines vel reds vel 
corvs. Interfedio duorum planorum eft Linea reda , uti er 
Elementis conftat. Globi autem plano fedi figura eft Circu- 
lus. Plurimum autem ad cognitionem Superficiei affertur fub- 
fidii , fi Lineas , quibus Superficies a datis planis interfeca- 
tur , noverimus. Hoc enim modo fimul infinita Superficiei 
Euleri Introduci, in And. injin. Tom. II, V v. 
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ArPFNP. p UI1 ( 5 Va innotefcunt , cum modo praecedente finguli variabilis 
unius j valores fingula tantum Superficiei pun<fta pratbeant. 

Tab. 17. Cum igitur Superficies ad tria plana inter fe normalia 
XXXI. referamus , ante omnia inveftigari conveniet interfectiones Su- 
Fig.m. perficie, & horum planorum. Sumto ergo primo plano A P Q, 
quod variabilibus AP=x r, A Q= y determinatur, (quo- 
niam tertia variabilis { defignat diftantiam cujufque Superficiei 
punfti ab hoc plano, ) perfpicuum eft, fi ponatur { = 0, 
ea Superficiei pundta inventum iri , qu« in ipfo plano A P Q 
fint fita , atque idcirco aequatio refidua inter x & y exhibebit 
Lineam , qua Superficies a plano AP Q interfecatur. Simili 
modo , fi ponatur y = o , aequatio inter x & ^ exprimet in- 
terfe&ionem Superficiei a plano A P R fa<ftam ; atque , pofita 
x = o , aequatio inter y & { dabit interfectionem Superficiei 
& plani AQR . 

x8. Supra jam innuimus Superficiem Globi Centrum in punc- 
to A habentis, cujus radius =<2, exprimi hac squationt 
x.v -4- yy -j- 77 = aa ; hoc ergo exemplo ad illuftrationem ha- 
nim interfectionum utar. Sit igitur ^ = o , atque jequatio 
xx + yy =aa , exhibebit interleCtionem Globi a plano AP Q 
faCtam , quam ergo patet efie Circulum Centrum A & radium 
=a , habentem. Simili modo , faCto y= o , interfeCtio Globi 
a plano APR fafta erit Circulus aquatione xx + ft = aa, 
contentus. Eodemque modo , fi ponatur x = o , asquatioyy -j- 
^zr=aa~; parem Circulum pro interfeCtione plani A QK in- 
dicat. Haec quidem funt fatis nota , cum Setftiones Globi 
planis per ejus Centrum tranfeuntibus fadae omnes fint Cir- 
culi maximi , feu cum Globo radium communem habentes. 

19. Haud difficilius erit SeCliones Superficiei per plana alia 
uni iftorum planorum principalium parallela fadtas determinare. 
Concipiatur planum plano A P Q parallelum ab coque diftans 
intervallo =A , omnia ergo Superficiei pun£ta , quorum ab 
eodem plano A P Q diflantia , qua; per variabilem ^ indicatur, 
fimul in illo plano parallelo fita erunt, ideoque ia- 
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terfectionem formabunt. Pro hac ergo interfectione aquatio ^ Kf - “• 
habebitur , fi in aquatione pro Superficie ponatur ^ = h ; 
tum enim habebitur aquatio inter binas Coordinatas orthogo- 
nalcs x & y naturam Sectionis exprimens. Eodem autem modo 
fectiones , qua per plana vel ipfi A P R vel A Q R paralle- 
la fiunt, definientur, unde fuperfluum foret , qua de uno dic- 
ta funt , in reliquis repetere. 

30. Si ergo in aquatione pro Superficie inter tres Coor- 
dinatas x , y & £ , una earum * ponitur conflans = h , tum 
fectio Superficiei per planum plano A P Q parallelum ab eoque 
intervallo h diflans formata oritur. Quod fi ergo fuccefiive 
huic littera h omnes valores poflibiles , tam affirmativi quam 
negativi , tribuantur , tum omnes fectiones Superficiei , qua a 
planis plano A P Q parallelis formantur , obtinentur : atque , 
cum tota Superficies hujufmodi planis parallelis in partes infi- 
nitas difTecari poffit hocque modo omnes fectiones cognofcan- 
tur , ex iftis omnibus fectionibus tota Superficies innotefcct. 

Omnes fcilicet ifla fe&iones unica aquatione inter Coordina- 
tas x & y , conflantem indeterminatam h involvente , exprimen- 
tur. ; ex quo omnes ifla fe&iones erunt Linea vel fimiles vel 
faltem affines una aquatione contenta. 

31. Omnes ergo fectiones Superficiei plano A P Q paral- 
lela erunt inter fe aquales, atque a planis APR, AQR 
aquali modo trajicientur , fi aquatio inter x & y ita fuerit 
comparata , ut eandem maneat quicunque valor ipfi h tribuatur. 

Hoc autem evenire nequit , nifi variabilis ^ cujus loco h eft 
pofita , prorfus defit in aquatione pro Superficiei. Quo cir- 
ca , fi variabilis tertia { in aquationem Superficiei omnino non 
ingrediatur , tum omnes fectiones plano A P Q parallela erunt 
inter fe aquales ; quarum natura exprimetur ipla Superficiei 
aquatione ; cuippc , qua duas tantum variabiles x & y in- 
volvit. Simili vero modo , fi in aquatione pro Superficie vel 
variabilis x vel y defit , tum omnes fectiones vel plano AQR 
vel plano APR parallela inter fc congruent. 

V v 1 
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31. Hujufmodi ergo Superficies non folum animo facile 
concipitur , fed etiam conflruitur atque in data materia eftor- 
matur. Ponamus enim in aquatione deeffe variabilem ^ , ita 
ut aquario tantum fit inter Coordinatas A P = x & A Q = 
P M = y ; ex hac b plano AP Q defcribatur Linea curva 
BMD. Quo fa&o concipiatur Linea refla infinita ad pla- 
num hoc perpetuo normalis fecundum Lineam hanc curvam 
BMD circumferri ; atque hac refla motu fuo producet feu 
efformabit Superficiem , per eam aquationem indicatam. Unde 
prefpicuum efl , fi Linea BMD fuerit Circulus, tum Super- 
ficiem ex eo ortam fore Cylindri redi ; fin autem Linea 
BMD fuerit Ellipfis , tum Superficiem Cylindri fcaleni gene- 
rari. Quod fi Linea BMD non fuerit continua , fed ex plu- 
ribus reflis conflata figuram exhibens reflilineam , tum Super- 
ficies refultabit prifmatica. 

33. Quod hoc Superficierum genus Cylindri & omnia 
Prifmata in fe compleflitur , univerfum hoc genus Superficie- 
rum appellari conveniet cylindricum , feu prijmaticum ; lingula 
autem fpecies fub hoc genere contenta determinabuntur per 
figuram planam BMD , ex qua, modo ante defcripto, fint 
orta : atque ifla figura BMD Bajis appellabitur. Quoties 
ergo in aquatione pro Superficie una trium variabilium x , y , 
7 deeft , tum Superficies hac aquatione contenta erit cylin- 
drica feu prifmatica. Quod fi autem dua variabiles y & x 
fimul defint ; tum ob x = Conflanti , Linea BMD abibit 
in reftam ad Axem A D normalem , atque propterea Super- 
ficies fiet plana normalis ad planum AP Q. 

34. Poft hoc Superficierum genus maxime notari meretur 
id , quod oritur ex aquatione inter tres variabiles x , y & j 
homogenea , feu in qua tres ifla variabiles ubique eundem di- 
menfionum numerum conflituunt, eujufmodi eft ^ = mxf + 
xx ~yy. Hinc enim omnes fefliones, qua fiunt per plana 
uni ex tribus principalibus parallela , erunt figura inter fe fi- 
tniles. Namque , fi tribuatur ipfi ^ valor conflans h, mani- 
folium eft smuarionrm hhz=mhx + xx -f-yy , fi pro h fuccef» 
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five alii aliique variores tribuantur, infinitas continere figuras 
inter fe fimiles ; quarum Parametri fint squales , feu propor- 
tionales ipfi h. Cum igitur hs fediones non folum fint limi- 
les, fed etiam crefcant in ratione diftantiarum a piano AP Q f 
Lines , qus ex pundo A per fingularunviedionum punda ho- 
mologa ducuntur, erunt reds. 

35. Propofira ergo hujufmodi squatione inter tres variabi- 
les x , y , & { homogenea , tribuatur ipfi { valor datus AR=k ; 
fitque TSsMm figura in plano ipfi AP Q parallelo & per 
pundum R dudo , quam exhibebit squatio inter x & y , ita 
ut fit RV=x, & V Mz=.y. Quod fi ergo hsc fedio una 
TSsMm fuerit deferipta , concipiatur circa ejus Perimetrutn 
circumduci Linea reda infinita perpetuo per pundum A tran- 
fiens ; atque hsc reda motu fuo deferibet Superficiem in 
squatione propofita contentam. Perfpicuum vero eft , fi figura 
TSsMm fuerit Circulus Centrum in R habens, tum prodire 
Conum redum ; fin R non fit Centrum , conum fcalenum : 
at , fi illa figura fuerit redilinea , orientur cujufque generis Py- 
ramides. Quam ob rem Superficies, qus in hoc squatio- 
num generum continentur , hic conicas feu pyramidales vocabi- 
mus. 

36. Ex his manifeftum eft , fi squatio inter tres variabi- 
les x , y 81 q fuerit homogenea , atque adeo Superficies conica 
feu pyramidalis ; tum non folum omnes fediones uni piaro 
principali A P Q parallelas inter fe efle figuras fimiles , quarum 
Parametri fint diftantiis fedionum a vertice A proportionales j 
fed , ob eandem rationem , intelligitur quoque, omnes fedio- 
nes, qus fint vel plano APR vel plano AQR parallels , 
eadem illa proprietate efie prsditas, ut fint figurs inter f;: fi- 
miles , quarum latera homologa teneant diftariarum ab A ra- 
tionem. Infra vero oftendetur, omnes omnino ftdier.es hu- 
jufmodi Corporum , qus (iuit inter fe parallels , feu qus funi 
parallels plano cuicunque per Verticem A dudo , inter fc quo 
que fore fimiles , earumque Parametros diftantus a vertice A 
clfe proportionales. 
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37. Latius patet genus Superficierum , ad quod nunc fum 
progreflurus. Sit Z Fu nefio quscunque ipfius £ ; ac propo- 
natur «quatio quacunque homogenea inter tres variabiles x , 
y , & Z , Fiat Z = H , polita ^ = h : & , cum hoc cafu 
prodeat «quatio homogenea inter x , y & H , erant omnes 
legiones, plano APQ parallelae , figur* inter fe fimiles , quarum 
Paramctri autem non diftantiis h , fed earum FundHonibus H 
erunt portionales. Ex quo Lines per harum fedionum 
puufia homologa duflue non erunt Lineae redbe f fed Curva; a 
Functionis f ratione pendentes. Tum vero etiam hinc non 
1'equitur , febfiones , qu« alio cuipiam plano fint parallelae , fore 
inter fe fimiles. 

•'S. In hoc genere ambo praecedentia continentur. Si enim 
fuerit Z = * , feti Z = «. j , ob aequationem inter x , y & 
3 Immogenenm , orientur Superficies conicae. Idem evenit , fi 
fuerit Z = a. /3 { ; hoc tantum diferimine , quod Vertex 
Coni non in iplum pumflum A cadat; fcilicet,fi fuerit Z= 

* Vertex Coni ab A diftabit intervallo b. Quod fi jam 

ftatuatur b = 00 , figura conica abibit in cylindricam , fiet- 
que Z=i. Hinc «quatio pro Superficiebus cylindricis ita 
erit comparata , ut in ea variabiles x & y una cum conflanti 1 
ubique eundem dimenfionum numerum adimpleant. Quomo- 
docunque autem «quatio inter x & y fuerit comparata , fi tertia 
variabilis ^ in eam non ingrediatur , femper per unitatem ho- 
mogeneitas impleri poteft : unde, uti fupra jam oltendimus, 
omnis «quatio una variabili carens exprimit Superficiem cy- 
lindricam. 

39. Inter h*c Corpora # in quibus omnes feftiones , uni 
plano principali AP Q parallela , funt figurs fimiles , maxime 
notatu funt digna ea , quorum ifi« feftiones funt Circuli Cen- 
tra in eadem rc<fia AR ad planum AP Q normali habentes. 
Hujufmodi Corpora torno efformanrur , indeque tornata ap- 
pellantur. Pro hujufmodi ergo Corporibus «quatio generalis 
erit ZZ = xx + yy : quicunque enim valor variabili \ tribua- 
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tur, ut fiat Z = H, prodibit pro fedione plano APQ pa- 
rallela scquatio H H = xx yy , qui efl pro Circulo ra- 
dium = H & Centrum in reda AR habente. Si fuerit 
Z Z = f 3 , habebitur Conus redus : fin Z Z = a a , Cylin- 
drus ; & , fi ZZ = aa — ^ prodibit Globus , qus fiunt 
fpecies praecipua? Corporum tornatorum. 

40. Contemplemur ejufmodi Corpora , quorum omnes Tec- 
tiones PT V normales ad Axem A P fint Triangula , horum- 
que Apices T in Linea reda DT Axi AP parallela fitae. 
Sit A VB Bafis hujus Corporis , feu ejus fedio in plano APQ 
fada , qui fit Curva quacunque. Sit diftanria reda DT ah 
Axe AB , nempe AD , = c : pofitifque , ut hadenus , tribus 
variabilibus AP = x , PQ=y t QM= ^ ; erit P U Func- 
tio quipiam iplius x : fit ea PU=P : erit, ob triangula 
VQM , VPT fi milia , P:c = P — y : f ; fieu ^=c — ■ 

-j£. Pro hujufimodi ergo Corporibus aquabitur - i Func- 
tioni cuipiam ipfius x. Differunt igitur hac Corpora a conicis , 
quod delinant in aciem redam DT, cum conica definant in 
cufpidem. Si Bafis A I r B ponatur Circulus , Corpus refultans 
a Wallisio fufius eft pertradatum , atque Cono-cuncus 
appellatum* 

41. Sint, ut modo, omnes fediones Axi AB normales 
P TU triangula ad P redangula , quorum Vertice autem T 
confiituant Curvam quamcunque AT: Bafis autem fit figura 
AVR- Pofitis tribus variabilibus AP = x, P Q = y , & 
QM=j ; erit in Curva AVB , reda PV Fundio qui- 
dam ipfius x qua fit = P : tum vero erit PT quoque Func- 
tio ipfius x , qui fit — Q ; quibus pofitis erit 

P ; Q = P — y : ? ; 

ideoque { = Q — » feu P f + Q y — P Q , vel -C 

n= 1 * vel conflanti. Quod fi ergo in xquatione ambi 
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variabiles y & { una plures dimenfiones nufquam conftituant 
luni Corpus ad hoc genus pertinebit , quod hic defcripfimus. 

41. Quoniam jam fumus contemplati ea Corpora , quorum 
omnes fediones , uni plano principali paralie 1* , funt inter fe 
fimilcs : nunc ea confideremus , in quibus omnes iftiufmodi 
ludiones lint figuras inter fe laltem affines ; feu, qua:, fumtis 
Abfciffis homologis , habeant Applicatas inter 1'e proportiona- 
les. Sint igitur hujufmodi Corporis tres fediones principales 
ABC t AC D , & A BD , quarum ifli AC D omnes fediones 
parallelae debeant elfe figurae affines. Quare in ea ponatur 
Bafis AC=a , & altitudo AD = b ; fumtifque Coordinatis 
Aq = p , & qm = q , fit q Fundio quaecunque ipfius p. 
Concipiatur nunc fedio quaecunque parallela PTV , pofito 
intervallo AP = x ; eritque Bafis PF= = Fundioni ipfius x , 
quae fit =P , & altitudo P T = Fundioni ipfius x , quae fit 
=: Q. Vocetur jam P Q = y & Q M={ ; atque , ex affini- 
tatis natura, eritn:p=P:y & b:q—Q-{ ; feu y = — , 

“ t — b ' 

43. Quod fi ergo datae fuerint omnes tres fediones princi- 
pales Corporis, ABC , ACD , & A B D ; hinc natura ipfius 
Corporis determinabitur , quod habeat omnes fediones , ipfi 
ACD parallelas , fimul eidem affines. Primum enim dantur 
P & Q Fundiones ipfius x tum vero eft q Fundio ipfius 
p ,• unde , ex binis variabilibus x & p , definiuntur ambse va- 
riabiles y & {• Verum , fi aquationem inter tres Coordina- 
tas x , y & { defideremus i quoniam q eft Fundio ipfius p ; 
feu , quia datur zquatio inter p 8 c q , in hac aequatione fubiti- 

tuatur p = *X-, & q = -l ; ficque , ob P & Q Fundiones 

ipfius x , orietur zquatio inter tres Coordinatas x , y & { , 
qua natura Corporum ad hoc genus pertinentium exprimetur. 

Patet autem , pofito .r=o , fieri oportere P=n & Q=£. 

t* Si 
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44. Si in squatione pro Superficie duae variabiles y & { 
ubique eundem dimenfionum numerum conftituant , tum om- 
nes fediones ad Axem A P normales erunt figurae rediline». 
Pofno enim pro x valore quocunque conllante , prodibit 
aequatio inter y & { homogenea., quae unam plurefve Lineas 
reddas indicat. Cum igitur numerus dimenfionum , qui a binis 
y & f conftituitur , ubique fit idem , vel par erit vel impar ; 
& hanc ob rem , uti fupra §. 10. oftenfum ell , hujufmodi 
Corpora binas habebunt partes inter fe squales. Scilicet por- 
tiones in regionibus prima & quinta inter fe erunt fimiles, 
tum vero etiam in regione fecunda & tertia , & ita de ceteris , 
uti Tabella loco citato indicat. 

4$. Jam plures hic contemplati fumus Corporum fpecies, 
in quibus dantur infinits fediones redilinex ; veluti hanc ul- 
timo pertradaram , & cylindricas atqne conicas. Hs vero 
ita funt comparats ut fediones per Axem A P fada: fint 
redilinez ; hoc autem genus latius patet. Sit enim AKMP, 
fedio Corporis per Axem A P fada , ad angulum M P V = 

p ; pofitis A P = x , P Q =y ,&cQM = ^ , erit — Tan- 
gens anguli p ; & reda P M = ■ > ■ * * ■ . Quod fi jam Linea 

K M fit reda , debebit efTe -/■- = «. x -f- fc i ubi «. & /3 

fin. p 

erunt conflantes ab angulo p pendentes : ideoque erunt Func- 
tiones nullius dimenfionis ipfarum y & {. Sint R & S hu- 
jufmodi Fundiones : eritque x = R { + S ; feu *■= R y -f- 
S. Vel , denotante T Fundionem unius dimenfionis , & S 
nullius dimenfionis ipfarum y & { , omnia hujufmodi Corpora 
continebuntur in hac squatione generali x = T ■+• S. 

4 6. Quascunque autem fuerit propofita Superficies , cujus 
natura per aquationem inter tres variabiles x , y , Sc % defi- 
niatur , facile erit ejus fedionem quamvis fecundum Axem 
A P fadam determinare. Sit enim angulus V P M , quo ifta 

Euleri Introduci, in Anal. injin, Tom. II. X x 
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fedio AKMP ad planum A C VP inclina tu r , = <p; & ponatur 
reda P I\I = v , qu® erit Applicata fedionis qusfit® ; quo 
facio habebitur QM = \ = v. fin. tp & P Q =y = v. cof. (p 
Quod fi ergo in aquatione pro Superficie loco variabilium y 
& { illi valores v. cof. <p & v.fm.p fubllituantur , orietur aqua- 
tio inter duas variabiles x&v, qua natura fedionis AKMP 
exprimetur. Simili vero modo omnes quoque fediones , qu« 
fiunt fecundum alterutrum binorum reliquorum Axium princi- 
palium A Q vel A R , invenientur. Tres enim ifli Axes A P y 
A Q fk A R , a quibus tres variabiles x , y & { pendent , ita 
jnter fe funt permutabiles , ut perpetuo , quicquid de eorum 
uno docetur , ad binos reliquos transferatur. 

47. Sumto ergo plano A P Q pro norma , ad quod omnes 
fediones Superficiei referantur ; lectio quacunque plano fada 
vel erit parallela huic plano , vel ad id erit inclinata ; hocque 
cafu planum fedionis continuatum alicubi interfecabit planum 
A P Q , atque interfedio iiturum planorum erit Linea reda. 
Priori quidem cafu , quo planum fedionis parallelum eft plano 
A P Q, natura fedionis innotefeet tribuendo quantitati ^ va- 
lorem conflantem. Pofteriori vero cafu , quo planum fedionis 
ad planum AP Q inclinatur, naturam fedionis adhuc tantum 
definire licet, vel reda AP vel reda A Q fiierit interfedio 
plani fecantis cum plano A P Q, Ad omnes ergo omnino 
fediones eruendas fuperefl , ut quafcunque alias binorum illo- 
rum planorum interfediones contemplemur. 

4S. Sit reda E S , Axi A P parallela , interfedio plani fe- 
cantis cum plano AP Q: angulufque inclinationis QS M, 
quo planum fecans E S M ad planum AP Q inclinatur , po- 
natur = <p , & diflantia A E vocetur =f Cum jam fic 
AP=x , P Q—y & QM = ? ; erit ES—x,Sc QS = 
y + f Quod fi ergo fedio ad redam E S tanquam Axem 
referatur erit Abfciffa E S = x , Applicata vero S M pona- 
tur = v ; unde, ob angulum QSM=tp, obtinebitur 
Q M— { = v.fin. <p , & S Q = y + / = v. cof. <p , hineque 
y = v. cof. cp — f. Quare, fi in aquatione pro Superficie 
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inter x,y, & fubftituatury = v. cof <p — /&? = v.fin. <p, 
orietur aequatio inter Coordinatas x & v fedionis E S M ; quac- 
fitx. Si interfedio ES elTe , normalis ad Axem A P ; tum , 
quia foret parallela alteri Axi principali in plano A P Q exif- 
tenti , permutandis variabilibus x & y , fedio eodem modo 
invenietur. 

49 . Habeat jam interfedio E S in plano APQ pofitio- 
nem quamcunque ; cui reda A E , ad Axem A P normalis , 
occurrat in pundo E. Tum ducatur ETX Axi AP paral- 
lela, & ponatur A E= f, & angulus TES=9. Sumtis 

porro tribus variabilibus A P = x , P Q=y &■ Q M 7 ■ 

ex Q ad E S ducatur normalis QS , & jungatur , reda 

erit angulus QS M inclinatio plani fecanris ad planum APQ, 
qui ponatur = <p. Deinde vero fint fedionis qu«fir« Coor- 
dinatz ES = t & S M = v. Ex 5 ad E X & Q p produc- 
tam ducantur perpendicula S T & S V ; eritque Q - 

v. Jln. <p ; QS= v. cof (p i S V =v. coj. cp.Jin. 9 , & Q V ' — - 
r. coj. <p. cof 6 . Poftea vero , erit S T = V X= t.fin. 0 , & 
ET—t.ccf 6. Ex his colligitur tandem A P=xz= t. cof 9 + 
v. cof <p.fm. 6 , & P Q — y=z v. cof <p. cof 0 — t .fn. O'' — /; 
qui valores, fi loco x,y & { fubltituantur, dabunt arquationem 
pro fcdione quzfita. 

50 . Data ergo «quatione pro Solido quocunque, ex ea 
facile elici potelt «quatio pro Sedione ejus quacunque plana. 
Ac primo quidem perfpicuum elt , fi «quatio pro Solido in- 
ter tres Coordinatas x, y & ^ , fuerit algebraica , tum quo- 
que omnes ejus fediones fore Curvas algebraicas. Deinde 
vero , cum «quatio inter Coordinatas fedionis r & v oriatur , 
ponendo in «quatione pro Solido \=.\.fin.(p ,x-=t. coj.9 -f- 
v. cof <p. ftn. 6 , & y = v. cof cp. cof 6 — t. fin. 9 — f, mani,, 
feftum elt in «quatione pro quavis fedione Coordinatas r & v 
plures dimenfiones obtinere non polfe , quam in «quatione 
pro Solido tres Coordinati x , y & ^ conftituant. Fieri ta- 
men quandoque poteft ut «quatio pro fedione ad ordinem 

X x % 
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inferiorem referatur ; fupremis fcilicet membris , poft fubftitu- 
tionem , fe tollentibus. 

. 51. Si igitur in aequatione pro Superficie tres variabiles x , 

y & 3 unicam tantum conftituant dimenfionem , ita ut acqua- 
tio fit hujufmodi «.x -j- 4 * y { = a ; tum omnes hujus Su- 

perficiei fediones erunt Lineae redae. Erit autem hoc cafu Su- 
perficies plana ; uti , cum attendenti facile patebit , tum infra 
clarius oftendetur : atqui ex Elementis notum e(l fedionem 
duorum planorum Lineam redam elfe oportere. Simili modo 
hinc intelligitur omnium Solidorum , quorum natura hac 
generali a:quatione contineatur 

H‘ +**y -H <** + by + C\+ ee=:Of 

fingulas fediones., nifi fint Linea; redae Lineas fecundi ordi- 
nis ede debere , neque ullam dari fedionem , cujus natura per 
a:quationem fecundi gradus exprimi nequeat. 


CAPUT III. 

De feclionibus Cylindri , Coni & Globi . 

51. C^uoniam haec Corpora in Elementis Stereometri* 
confide rari folent , eorum fediones hic antea inveftigari 
conveniet , quam ad Solida alia minus nota progrediamur. 
Primum igitur , Cylindrorum duae occurrunt fpecies in 
Elementis , reclorum fcilicet ac fialenorum. Cylindrus reclut 
vocatur , cujus omnes fediones ad Axem normales fint 
Circuli inter fe aequales , atque Centra in eadem Linea reda 
difpolita habentes. Cylindrus autem fcalenus fediones ad 
Axem , non normales fed fub dato angulo inclinatas , habet cir- 
culares ; quae affodio commodius ita exprimetur , ut dicamus. 
Cylindrum obliquum feu ftalenum effe cujus omnes fediones. 
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ad Axem normales fint Eilipfcs aequales , quarum Centra in 
eadem Linea reda , qu® Axis Cylindri vocatur , fint pofita. 

53. Sit igitur Cylindrus , five redus five fcalenus , cujus 
Axis C D perpendiculariter inliilat plano tabulae ; fitque ejus 
Bafis A E B F , leu fedio a plano tabulae formata, vel Cir- 
culus vel Ellipfis. Afiumam vero hanc Bafin efic Ellipfin 
quamcunque , Centrum in C & Axes conjugatos Ali & E F 
habentem ; quoniam , quae de Cylindro fcaleno tradentur , 
facillime ad redum accommodabuntur. Ponatur ergo alter 
femiaxis A C = B C = a , alter vero C E = C F c= ; po- 
litis nunc tfibus Coordinatis CP = x, P Q=y ScQAl =3; 
erit, ex natura Ellipfis , aa cc = aayy + ccxx ; quae eadem 
aequatio exprimet naturam Cylindri , cum tertia variabilis f , 
ob omnes fediones plano C P Q parallelas inter fe aequales, 
in aequationem non ingrediatur. 


Cap, III. 


T AB. 
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54. Hujus ergo Cylindri omnes fediones Bafi parallelae 
eidem erunt fimiles & aequales. Scilicet Circuli in Cylindro 
redo & Ellipfes in fcaleno. Tum vero fediones , qu® fiunt 
fecundum plana ad A P Q normalia , erunt Lineae redae , binae 
inter fe parallela* , quae , ubi Cylindrus tangetur a plano , in 
unum coalefcent ; atque adeo imaginariae evadunt , fi planum 
Cylindro prorfus non occurrar. Hoc ipfum ex aequatione 
fponte fequitur ; fi enim vel x vel y vel x + «.y ponatur conf- 
tans ad denotandam interfedionem plani fecantis & Bafis , tum 
aequatio duas habebit radices fimpiices. Sicque determinavimus 
jam fediones omnes, quae fiunt per plana, uni trium planorum 
principalium parallela. 


yy. Ad naturam reliquarum fedionum indagandam , pona- 
mus planum fecans cum plano Bafis interfedionem conllituerc 
redam Lineam G T , quae primo fit parallela alteri Axi con- 
jugato E F , feu ad alterum A B produdum in G normalis. 
Hoc pofito, fit diftantia C G =/, & inclinatio plani fecantis 
G T M ad Bafim menfuretur angulo = p. Occurrat planum 
fecans GTM Axi Cylindri in D ; & , duda reda DG , erit 
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DGC = <p , ac propterea D G = & C D= ^ * . Ex 

Tectionis quarfit® pundo quovis M ducatur M T parallela ipfi 
D G : atque , ob T Q =/ — x , & angulum Q T M= <p , 

erit T M = & QM= ] - ^ ? = ?. Ducatur 

MS parallela ipfi TG , ideoque normalis in D G, erit MS = 
TG =P Q = y, &cDS =-E~. 

5 6. Sumantur nunc red® D S & S Afpro Coordinatis Tec- 
tionis qusfit® ; Titque D S = t , & S M = u. Hinc erit 

y—u* x~ t.ctf <?:&., ob i = (/ ~ 0 ^' erit T — 
f. tang. cp — t.Jin. p : Subftituantur illi valores in squatione pro 
•Cylindro aacc = aayy + ccxx, atque reTultabit pro fedione 
quxfita illa xquatio aacc = aauu cctt ( cof. <p )‘ : qu® indi- 
cat Tectionem fore Ellipfin Centrum in pundo D habentem , 
cujus alter Axis principalis in redam D G cadat, alter vero 
ad hunc Iit normalis. Erit vero femiaxis in redam D G ca- 
dens ( fado u = o ) = — . Vel , ducatur reda B H pa- 
rallela ipfi G D , erit B II = — — alter femiaxis fedionis 

1 ’ coj. 9 

quifit®, alter vero conjugatus erit = c = C E. 

J7» Erit ergo fedio Cylindri hoc modo orta Ellipfis, cujus 
femiaxes conjugati erunt ~~ & c. Quod fi ergo in Bafi 

AEB F fuerit A C = a femiaxis major ; tum , ob ~r- majo- 
rem quam a , fediones erunt Ellipfes magis oblonga: , quam 
Balis. Sin autem fuerit c minor quam a : feu , fi interfedio 
G T fuerit Axi majori Bafis parallela , tum fieri potell ut in 
fedione ambo Axes fiant inter fe squales , atque adeo fedio 

Circulus evadat. Eveniet hoc fi fuerit a .. = c, feu cof.<p = 
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•i. Cum igitur fit in Triangulo BCH ad C redangulo an- 
gulus C B H = <p , erit cof. p = = -—j. Quare , fi 

fumatur B H = C E , fediones erunt Circuli , cjuocl cum du- 
plici modo fieri queat, redam B H = C E live fupra live infra 
coullituendo , bina exillent 1'edionum circularium lcries , qux 
ad Axem CD oblique erunt indinatx; ex quo hujufmodi Cy- 
lindri fcalcni appellantur. 

58. Sit nunc reda G T , utcunque oblique pofita , inter- ^Tab. 
fedio plani fecantis cum Bafi , ad quam ex Centro Balis C de- Fig.ifi, 
mittatur perpendiculum G C = f ; & ponatur angulus B C G 
= 0 ; fitque angulus inclinationis C G D = <p , cui squalis 
erit angulus Q Tfi I, duda Q T ad G T normali. Erit ergo 


DG = - 4 —, &CD = 


/• fi*- 


w w — . Sit AI pundum in fedione 

coj. * coj. ? 1 

quxfita , unde ad Bafin perpendiculum M Q hineque porro 
ad Axem Q F demittatur; ita ut, vocatis C F = x, PQ~y 
& Q M= ■{ , fit aacc = cayy + ccxx. Ducantur porro aci 
interfedionem G T normales PV , Q T; erit G V= x.fin. 0, 
PV =/ — x. cof. 0 ; , ob angulum Q FJF' = 0 , fiet QIF ==- 

y.Jin.6,PIP r ; =.VT= y.cof. 0 , & QJ'=f — a t.crfB -f* Y- fin.Q. 
Denique , duda M T , ob angulum M T Q = i p , erit T M = 

Jil. 9 Jin. 9 

59 . Compleatur parallelogrammum redangulum GSMT ; 
& vocetur D S == t , S M = G T =u : eritque u=.GV~ f- 
VT = x.fin. 0 + y. cof. 0. At, ob QT=f — x. cof. 0 -J- 
y.firi.Q, erit QT — C G=y.fin. 0- — x. cq/T0 > ex quo fit DA’ == 

TM -. — D G — “ £- 9 =t.C um igitur fit *._/?«. 0 + 

y. cof.Q=u, £i y.Jiiu 0 — x. cof. Q = t. cof. <p , habebitur y = 
n. cof. 0 -f- t.fin. 0. cof. <p , &C x = u.fin.Q — t-cof cof.cs. Qui 
valores in xqtiatione aacc = aayy ccxx loco x Sz y lubffi- 
tuti dabunt. 
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aauu{cof.9)‘ -|- laaut.fin. 9. cof. 9. cof. 9 -f- aatt{ftn. 9)' {cof. e)* 

ej ' L ccuu {fin. 5 ) ‘ iccut. Jin. 9. cof. 9. cof. * -j- ccec { co f 9 ) 1 l cof. t ) 

quam xquationem patet e(Te ad Ellipfin , cujus Centrum fit 
in D , at Coordinutx DS & S.M ad Axes principales non 
fint normales , nifi fit a = c feu Cylindrus re&us. 

60. Ad hanc feftionem propius cognofcendam , fit a Mebf 
Curva, cujus xquatio eft inventa inter Coordinatas D S =t 
& MS = u ; fitque , brevitatis ergo ifta aequatio aacc=i 
<x uu + t u + y tt ; ita , ut pro cafu prxfente , habeatur 

* = a a ( cof. 0 )* + cc ( fin . 0 )' 

& 

(& == (a a — cc).fin. 0. cof.6. cof. <p 
atque 

y—aa {fin. 0 )’ ( cof. q> )’ + cc {cof.6 )' ( cof.cp)'. 

I 

Sint hujus fe&ionis ab & e f Axes principales conjugati , duc- 
taquc ad eorum alterutrum Applicata M p , vocetur D p = p 
& Mp= q ; ac ponatur angulus a D H=^\ erit u = 
p.fin. ^ + q- cof. ^ & t=p.coJ. <£ — q.fin .<£, quibus valoribus 
fubflitutis, net 

+ * {fio. 0' + Xx.fin. £. cof’ + a {cof. f ) 

aaccc=fU.fin.(.coMpp +_ £ W £]. pq — U. fin. (.cof. ( qq 
+ y-{cq/.() y.fin.(.ocf.^ + >■ {fin-O' 


6 1. Hxc jam aequatio cum referatur ad Diametrum ortho- 
gonalem , coefficiens ipfius p q debet efle = o : unde , ob 
2 .fin. cof. £= fin. 2 & ( coj. f )' — (/tn.£)' — cofi fiet 

( ct — y ). Jin. 2 ^ @ cof 2 = o : ideoque tang. 2 £ = 

-- 1 g ■ : unde angulus a D H, ac proinde pofitio Diametro- 
rum principalium coguofcitur. Hinc porro ipfi femiaxes de- 
finiuntur , hoc modo. 


aD=> 
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e D = ££ 

v ( * («o/ 0 ‘ 1 C‘fin‘(-cof.Z-\-y[fin.C)‘f 

6x. Quia eft i /3 = ^ *> , erit, valore Koc 

^ co/ f y,n. 

in expreflionibus inventis fubftituto , 

a E) ae v (<”£<?' f ln - V) ac \/l. cof. 1? 

V (>• *>/• C—t-fin- £‘) V ( ( * 4~ r )• cof. 1 £ — « +• y ) 

& 

e jrj __ acy/ ( cof {' /In. C ) a c y/ 1. cof i > 

l/(*.coJ.C‘ — ) V ((* + y)- cof. iif-h* — >)' 


Horum ergo femiaxium producum erit 


aD.eD= ■ 


lagee. cof. l ( 


V( 2 «>( I + («>/- 1 0) — « « H-y y ) (/« j- )* 

At , cum fit 

( y — « )• fin. i ^ = i £. cof. i £ 
erit 

(«A -j-yy) (yi/i.i^)‘= 46 C(co/i^)* + lcty (fin.xQ' 

ideoque 


a D. e D = 


latice, cof l'( 


VU«7 ("/ 2 C)‘ 4CC(co/ x^)*) V(“> c O ‘ 


63 . Simili modo , cum fint quadrata 

t -\> l-aacc. cof. 1 { 

(« + >)•«/ 2 £ * + y 

& 

rj* Karc. co/ 1 if 

( * d" r )• «/ 2 £ H~« y ‘ 

erit 


^ D' _j_ e fi' __ A 00 "- ( «4-v) ( c°f- ( a-\-y) aacc 

4 «r(c°/- a 0‘ — ffW 2 0 «y — CC 

Ejileri Introduci, in Anal, infin , Tom. II, Y y 


CAr.m. 
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Arrtvn. Hincque elicitur 

a D + e D= ac V ( , . + y , + 1 V(a > 

V ( * y — 4 4 ) 

& 

jj e jr) __ a c V ( «H~ y — 1 V f « > — f O ) 

V ( * y — f f ) 

Semiaxes ergo aD Sc e D erunt radices hujus aquationis 
( a y — £ £ ) x 4 — ( a, + y ) aaccxx + a' c 4 = o , 
at efl 

V ( ay — ££ ) = ac. coftp. 

64. Cum fit aD. e D = - a J~ , atque 9 fit angulus quem 

planum fecans cum plano bafis conftituit , hinc fequens elegans 
Theorema confequimur. 

Theorema. 

« Si Cylindrus quicunque fecetur plano quocunque , erit rec- 
ti tangulum Jixium feclionis ad reclangulum Axium Bafis 
»> Cylindri , uti fecans anguli , quem planum feclionis cum plano 
» Bafis conjlituit , ad finum totum. » 

Quare , cum omnia parallelogramma circa Diametros con- 
jugatas defcripta «qualia fint redtangulis ex Axibus formatis , 
etiam parallelogramma ifta circa Bafiin & fedHonem quamcun- 
que Cylindri formata eandem inter fe tenebunt rationem. 

T a b. 65. Natura autem hujufmodi fedHonum obliquarum Cylin- 
XXXV. dri commodius fequenti modo definiri poterit. Si fuerit Bafis 
r ‘S- l 3 3 * Cylindri Ellipfis AEBF, cujus femiaxes A C = B C = a , 
EC = C F= c , atque redla C D ad Centrum Bafis C per- 
pendicularis Axis Cylindri : fecetur ifte Cylindrus plano , cu- 
jus cum plano Bafis interfedlio fit redla TH ad Axem AB 
produdtum utcunque oblique pofita , ad quam ex C perpen- 
diculum demittatur CH , fitque angulus G C H = fi. Tranfeat 
planum fecans per Axis Cylindri pundlum D ; erit , dudla 
DH , angulus CH D inclinatio plani fccantis ad planum Ba- 
fis, qui angulus vocetur =9. Pofita ergo CG=/, erit 
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GH=f.fin.G; CH=f. cof. 6 ; DH = , & CD = 
f * • Hinc , ob triangulum D C G ad C re&angulum , 
erit D G == 4 V (l +y ? ;-* 1 >»') & anguli D G II finus == 

co/ » 0 

Cof 9 r fi n ■ ®- c °l- 8 fi, 

-77 — r- 7 — rr-7 — r» » colinus = -77 — ■7-75 — tr ~? — rv & tan- 

V ( 1 +.A' 1 - * • fi n - 1 ) V ( 1 -\~J in ■ ® f ) 

0 

gCnS fin. 9. cof 9 * 

66. Jam , ex fe&ionis quaefitae pumflo quovis il/ in Bafm 
demittatur perpendicularis MQ; duftaque Applicata QP , fit 
C P = x , P Q=y , erit aacc = aayy + ccxx. Ducatur Q T 
ipfi C G parallela , in eamque ex G normalis G R ; erit GR = 
y , & QIl=f — x. Quoniam igitur angulus f G R = 

GCH=Q , erit Gr=-^ & TR—^r: unde fit 

f 9 coj. 5 


QT— f — x + y - 


fin. 9 
cof. 4 


Ideoque , ob triangula CDG & 


QMT fimilia , erit CG: DG — QT-.TM, & CC:CG — 
QT=DG : DS , dudla MS parallela GT. Hinc erit DS= 

Oc.cof.9~-y.fin 9) y ( » +fin. 9'.finjr) p ofu ; s DS = t. MS 

cof. 9. cof. 9 ° 

• /»a /* f m cof. 9. cof. z 

— u , erit x. cof.Q —y.fin .6 = * y = "• co f - 6 ? 

unde a:quatio inter t & u repcrietur , quae adhuc erit fatis 
complicata. 


67. Quod fi autem , loco Axium principalium Bafis , du- 
catur Diameter FFinterfe&ioni TH parallela , ad eamque Dia- 
meter conjugata AB, quae produ&a ipfi TH occurrat in G. 
Tum vero maneant eadem, quae ante pofuimus CG=f; 


GCH—B ; CHD = tp, C A = C B=m, CE=CF—n 
fueritque dudla QP Diametro FFparallela , & pofitis CP=x 
P Q=y , ut fit m' n' z=m‘ y' n’ x' , erit G 7 = MS =y 
& DSx=^^ = VJk. Lil>. Q uare f p 0 fi t i s ZS= 

Vy x 


y 

» 

j 


t 


CAr.rn. 
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& MS = u , fiet x= _/'/■” & y = « , erit vero 

^ (l S .Jin. t ) J 

Q Q 

- D g cofinus anguli CGD ; unde, fi ponatur angulus CGD 
z=rt , erit x = t.cof.)i; ideoque pro fedione quaefita erit 
m mnn = fnmuu + nntt. cof n' , ad Diametros conjugatas , 
Centro exiftente in D ; eritque femidiameter in diredione 
D S = - m >~ & alter =.n. Anguli vero, quo ha; Diametri 

cof. 9 

invicem inclinantur GSM, tangens erit = / ■ \ ' ■ ■ ■ & cofi- 

0 Jm. i. toj. ? 

nus = -77— C °J ~ r — rt = fin. 0. cof n. Hocque pado natura 

y ( .fin. r ) J J 1 r 

fedionis facillime cognofcitur. 

68. Expofitis ergo fedionibus Cylindri , ad Conum progre- 

diamur , five redum five fcalenum : eo vero tantum Conum 
fcalenum a redo differre ccnfidero , quod in fcaleno fediones' 
ad Axem Coni normales lint Ellipfcs fua Centra in Axe Coni 
habentes ; dum in redo hae fediones funt Circuli. Sit igitur 
OaebfO Conus quicunque Verticem in O & Axem Oc ha- 
bens ; quem ad planum tabula; pono normalem , ita ut tabula 
reprtrfentet planum per Coni Verticem O dudum & ad Axem 
Coni Oc normale. Ducantur per O in plano tabula; reda: 
A B , EF Axibus ab & ef cujufque fedionis Axi normalis 
parallela:. Quod fi ergo ex fedionis aebf pundo quocunque 
M. ad planum tabulae demittatur normalis MQ , & ex Q ad 
A B perpendiculum P Q ; fi ponantur OP = x , PQ = y, 
QM=f , erit quoque fedionis Abfcifla cp = x. Applicata 
pM = y : unde, cum Axes ab, ef ad Oc=QM = ^ t 
conflantem teneant rationem , fi ponatur ac = bc = & 

ec=fc = n{, erit m' n ^ = mrnyy -f- nnxx ; quae eft 
aequatio naturam Superficiei Conica exprimens , inter tres 
variabiles x , y & 

69. Cum igitur omnes fediones Axi Oc normales fint Et- 
lipfes , uti ex aequatione m’ n' f = m'y' n x‘ (tribuendo 
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ipfi ^ valorem conflantem ) apparet ; fimili modo facile co- 
gnofcentur fediones , qua: vel ad redam AB vel EF erunt 
normales. Si enim ifte Conus fecetur plano ad A B normali 
& per pundum P tranfeunte , pofito OP = a, ifla pro fec- 
»ione habebitur aquatio m n l ^=niy' + na , inter Coor- 
dinatas Pp = %, & pAl=.y ; quam propterea patet efie 
Hyperbolam Centrum in P habentem , cujus femiaxis tranf- 

verfus erit =~ > & femiaxis conjugatus = Pari modo , 

fi y ponatur conflans, fedio reda EF normalis inteliigetur 
efie Hyperbola Centrum habens in ipla reda EF. 

70. Si planum , quo Conus fecatur , fit quidem perpendi- 
culare ad planum A E B F , at vero ad neutram Linearum 
AB, E F normale , facile quoque fedio Coni definitur. Se- 
cet enim hoc planum Bafin AEBF reda BE , ac vocetur 
OB = a, OE=zb. Jam, ex pundo fcdionis quovis M 
demittatur normalis AI Q , & ex Q Applicata Q P , ut fit 
O P = x , P Q = y , & Q M = { ; atque , ex natura 
Coni, m' n'^' = m'y' -F n' x'. Erit ergo a:b = a — x:y. 

feu y z=b — — . Ponantur fedionis Coordinata SO = t, 
& Q AI= { : erit b : V (a a bb) = y : t ; ideoque y = 


bt 


V ( aa-f - bb ) 


& a — x = 
bt 


a t 


V (<24”f-£3 )* 


Sit y (aa -j- bb) 


erit y = ^ ; x = a — ^ , atque prodibit inter t & 
£ fequens aquatio 

m'nc'{ = m'b'tt + n' a'cc — xnnaact -j- nnaatt. 

Fiat t — ■ = G Q = u , exiflente B G = 

m b' -f- n a 

— rrr . ■ , — , & erit m n c 7 = ( m b 4 - n a ) u u -f- 
m b -j- n a «• ' • 

' m‘n‘j‘b’ e' 

m b' -f- n‘u 

71. Erit ergo hxc Coni fedio Hyperbola Centrum habens 


Cvp.nr. 


T A B. 

xxx vr. 

b‘t- I}5. 
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puncto G ' cujus femiaxis tranfvcrfus erit Ga = 


m 


ab 


i & femiaxis conjugatus = 


Afym- 


y (ct b' -j- n a' ) * * mi 

totas vero hujus Hyperbolx , quae Axem G a in Centro G 

deculfabunt , cum Axe Ga facient angulum , cujus tangens 

eft = -r 


^{rrTb' -\ ~n'a’) ’ Q uo er &° f c &i° fiat Hyperbola xqui- 
latera, oportet c(fe m' n 'a a + m’ n b' = m' b' na' , feu 
— = tang. OBE = ” ■ V . ( , OTm ~ 1 \ Nifi ergo fit mm ~ r 

major nihilo , Hyperbola aequi latera hoc modo oriri ne- 
quit. In Cono redo , quidem ubi eft m = n , anguli, quem 
Afymtotx cum Axe fedionis conftituunt , tangens erit =m, 
& angulus = angulo aOc. 


T. a *• yx. Sit nunc fedio obliqua , ita tamen ut ejus interfedio 

BT’ cum plano AEBF fit normalis ad redam AB. Ponatur 
OB=zf, & angulus inclinationis plani ad planum Bafis , feu 
angulus OBC = cp , ita ut hoc planum fecans Axem Coni 

OC in pundo C trajiciat ; erit BC =~— ; & OC = 

Ex fedionis quxfitx pundo quovis M ad BT duca- 
tur perpendicularis MT ; tum vero ad planum Bafis perpen- 
diculum MQ : & ex Q ad OB normalis QP : ita ut, pofiris 
OP = x , PQ = y , & QM={ , habeatur m' n' f =; 
m'y' + n' x'. Ponantur pro fedione Coordinatx B T = t , 
T M = u ; erit , ob angulum QTM=<p , Q M = { = 
u.fm.j, ; TQ=u. cof.<p=f — x ; unde fit y=r i \=rJi.fin. <p ; 
& x=f — “• coj. <f > ; ideoque 

m' n' u.fin. <p' = m' t’ +n‘(/" — a.cof.tp)'. 

73. Ponatur BC = ^— = g , ut fiat f z=zg.coJ. <p , erit 
x — (g — u).cof.<p ; atque pro fedione erit 


i 
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m' n'u Jin.<p' =m‘t' -\-n'g'.cof<p ' — 1 ngu.cof. <f -f- n u cof.tf . 

-, = S G = 5, dufta AIS 


g. coj. a 


Statuatur u r , 

coj. p m .y//?. p 

parallela ipfi B T, fumraque BG = — — — === 

* r * coj. 9 — m yiVj. 9 

f. Cof. f / Ci)£ » • .• 

-r -, - r-? — 7= r~ - i ■ v r — ri ,ta ut Coordina- 

coj. 9 m fin. 9 1 ( 1 -f- m ).Jii. 9’ 

tx fint GS = sStSAI=t, atque nafcetur haec aquatio 


m' tt -f- nn (cof.cp’ — m . fin.y' )ss- 




(cof. 9' m‘.fin. 9*)' 


=0. 

Erit ergo Curva Sc&io conica Centrum habens in G. Erit— 
que ergo Parabola fi Centrum G in infinitum abit , quod fit 

fi tang. 9 = ; feu , fi re£la B C fuerit lateri Coni O a 

parallela. Hoc vero cafu erit mmtt -\- nnjf — rnnfu.cof.<p=. o : 
.Vertex Parabola erit in G, fumta B G= — & Latus 

reflum erit = « , 

m m 

74. Quoniam fedlio eft Parabola % fi fuerit cof 9’ — 
tn .fin. <p‘ = o ; manifefttfm eft eam fore Ellipfin , fi fit cof. 9’ 

major quam m‘ fin. 9’ , feu tang. 9 major quam -^,quo qui- 
dem cafu re&a BC furfurn converget cum latere Coni oppofito 


O a. Cum igitur fit B G = t ' " J ; f, erit B G major 

quam B C , exillente G fe&ionis quaefitas Centro. Erit er- 

go fecfionis qualitas femiaxis in diredione B C politus = 

—? — alter vero femiaxis conjugatu 

-77 — —P.^ f - f . .. & femilatus re&um = -- f. fin. 9. 

y ( cof 9 m . fin. 9 ) m J J < 

Unde fedtio erit Circulus, fi fuerit m=nJ(cof. 9' — rn .fin. 9*) 
feu m/71 = n n — n n ( 1 + mm ). fin. 9 ; hi neque fit Jin. 9 = 

Vnn /7ira) r n n e r - m V ( 1 d - n n ) kit 

— f = fin. U B C , & coi. 9 = — . 1 f . I\iu 

ergo fit n major quam m , nulla hujufmodi fe&io efie poterit 
Circulus. 


Cap.IFI. 


T a b. 
xvxv. 
Eig-t 34. 

T A B. 
XXXVX. 
rig. 1 3 6 . 
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75. Si fuerit m' fin. <p' major quam cof. <p' , feu tang. <p major 

quam ; ita ut recla B C cum latere Coni oppofito O a 

furfum divergat , fedio erit Hyperbola , cujus femilatus tranf- 

vcrfum erit = — & femilatus conjuga- 

coj. 9 m J tn ' 9 

rum = -r-. ” — - — — ; ac femilatus redum = 

V { m . Jin. $ coj. 0 ) 

f. ftrt. <p , & anguli , fub quo Afymtots Axem in Centro G 


decuflant , tangens erit = ~ fin.<p' — cof. <p‘). Quare 

Hyperbola erit aequilatera fi fuerit m'n'.fin. q>' — n' . cof. <p‘ = 

m' = (m m 1 ) n n. fin. 1 p‘ — n n = m m , feu fin. <p = 

±[mmp_n) & ^ j , Ad hoc ergo necelTe 

n V ( 1 -f- m m ) * J r n y ( 1 ~r mm ) 0 

eft ut fit n major unitate , alioquin Hyperbola aequilatera per 

fcdionem hujulmodi produci nequit. 


7 6. Si Conus eft redus , feu m = n , tum omnes fedio- 
r.cs , ad has , quas evolvimus referri poliunt , quia pofitio redae 
A B ab arbitrio noftro pendet. At pro Cono fcaleno fuper- 
eft , ut inveftigemus lediones qjiae a plano utcunque oblique 
T a b. ad redam A B pofito formantur. Sit igitur B R interfedio 
£ 7 '. plani fecantis cum plano Bafis A E B F. Ponatur O B =/, 
’ angulus O B R = 0 , & angulus inclinationis fecantis ad Ba- 
fin = <p ; erit , dcmilfo ex O in B R perpendiculo O R , 
O R = f. fin. 0 & B R = f. cof. 0 . Tum , duda in plano fe- 
tante reda R C , erit , ob angulum O RC = <p , RC = 

Lf!Ll & O C z= f’f ,n - *•£"• * . Si jam fedio ad Axem Coni 

cof. ? coj. 9 • 

O C normalis in planum Bafis projiciatur, erunt ejus Axes prin- 
cipales fecundum redas AB & E F difpofiri, alterque erit ut 
m alter ut n. 


77. In hac fedione projeda ducatur Diameter e f parallela 
ipfi B R : erit angulus B O c = 0 ; fitque aOb pofitio Dia- 
metri 
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metri ejus conjugatas. Ponatur femidiameter 0 a =z /x , CKt.UT: 
0 e = v , erit * 

V ( m'.fin. 8' -f* n*. cof. 8' ) 

^ V ( m‘.Jin . 8’ -J-n'. cof 8‘ ) 

& 

V ( m'.Jin. 9 -j- n'. cof. 8’ ) * 


atque 

mn. 

~ tnm.j 

cujus anguli propterea erit 
n 

,Jln 

& 


tang.BObz=-^ -Jfl 
° mm.fin. 8 ’ 


a 

n n. cof. 8 

51DUS ~ iXm\Jin. 9' -f n\ cof. 8' ) 


Cofinus = 


njjln. 9 


V( m\fin.8'+n\cof8')’ 

Jam eft angulus ObR = Q + BOb: ergo 

fin. 0bR = *' +/»'• cof - 9 ' - 

J V ( m 'fin- 8 -f -n'.cof 8' ) * 

& 

coC ObR (mm nn). fin. 8. cof. 8 

V ( m\fin. 8' -J- n\ cof 8‘ )' 

At eft 

__ mn. V ( m' .fin. 9' + n\ cof 8’ ) 
m m.Jin. 8' -J- nn.cof 8' 

78 . Cum igitur fit 0R=f.fin.6 , erit 

Ofr O R f. fin- 8 V ( m‘, fin. 8' -{- n 4 . cof 9' ) 

fin. O b R m' .fin. 8‘ -f- n ' . cof 9* 

& 

( m m n n )f, fin. 9. cof. 9 

m‘.fin. 8' n‘. cof 8‘ * 

Hinc, ex triangulo RbC ad R redangulo , erit anguli CbR 


tangens 


m' .fin. 8' -f- n'. cof. 8' 


: unde , angulus CbR 


( m‘ n' ).fin. 8. cof 8. cof p 

erit cognitus. Jam , ex pundo fedionis quovis M ad redam 
R1 ducatur MT parallela ipfi Cb , atque ex M ad C b 
Eulcri Introduci, Arial, infn, Tom, U. Z z 
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Appfnd. pamllcla AIS ipfi R T : vocenrurque b T MS=t ; bSr^z 
T Af= u ; quas , tanquam Coordinati obliquanguite Cecho- 
nis qujcfin fpedentur , exiilente anguli b S AI t.i gente = 

m .Jia. S - 4 - n - co f- i — Patet ergo has Coordinatas fieri 

orthogonalcs in Cono reflo , proptcrca quia fit m=n. 


79. Ex pundo fcdionis M ad planum A E B F demittatur 
perpendiculum AI ; jundaque TQ erit parallela Diametro 
ab ; tum ex Q ducatur ordinata QP alteri Diametro ef paral- 
lela. Atque , vocatis OP = x ; P (£ = y (k = { ; 
erit , ex natura Coni 


* 1 t 1 « l 1 t 

/Lt V \ = ju y + y -v . 

Namque , fi per pundum AI concipiatur Coni fcctio Da fi 
parallela , erunt ejus femidlametri redis ab & ej parallela; 
jup & vf. At, cum inventa fint Trianguli redanguli CUb 
latera OC ik Ob, erit Hypothenufa 


f. /t.i. 3 V (m*. /in. 9' n * . cof. 3’ f m ’ n 1 )*. Ha. 3*. cof. 3‘. fla. :') 

(m‘ .Jia. 3' -f-u*. cof. C ) cof. 9 

& ob Triangula TAIQ, bCO fimilia , erit 


TM(u):TQ(Ob — x): QM( { ) = bC: Ob:OC 

t O b. a O C. u o - . 

ergo x = Ub ; p = " cb~ * & T — 1 » meoque 

n 'r'.OC.if=p'. Cb\ t + /. Ob' ( Cb — «)*. 


80, Aquatio hic evoluta dabit hanc 

o = p. C b'. « + »' ( Ob' — /.f. Oc)uu — 1 /. Ob.Cb.u-t- 

v' . Ob‘.Cb' , 

in qua fi ponatur u — — ■*. * ( — = s : fcu , fumta b G = 

O.V- C b Cb 

V b' — /i . U c‘ 1 — - ( nv. Jii. 5' -f- .i. cof. 3' j y ’ * 'ocata 
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GSz=s ; erit G Centrum fe&ionis conica: cujus aquatio Cat-TII. 
inter Coordinatas t & s erit 

/.l . C b . tt + v ( Ob — /x . Oc ) ss = — 0 3 " ,J u.‘ '• 

cujus femidiamerer tranfverfus erit = 1 & 

femidiameter conjugatus = ' y ( " py ° * ~v ~o~) ’ & ^ em ^ 3tus 
re&um = • Cererum apparet fi fit tang. <p minor 

quam - — n~\ j feu tang. 0 minor quam — . 

Curvam fore Ellipfin ; fi fit tang. <p = , Parabolam ; & fi 

tang. p major quam •— , Hyperbolam. 


81. Tertium corpus, cujus fe&iones plano fa< 5 las hic in- 
vefiigarc confiituimus , eft Globus , cujus quidem omnes Pec- 
tiones planas Circulos efTe ex Geometria elementari confiat. 

Interim tamen quo methodus clarius pcrfpiciatur , quemadmo- 
dum ex data aquatione pro Solido quocunque ejus fedliones 
quivis erui debeant , idem negotium hic analytice abfolvam 
quod vulgo fynthetice tradi folet. Sit igitur C Centrum Ti», 
Globi , per quod planum tabuli tranfire concipiatur^, ita ut ? XXVI i 
feifiio hoc plano facla fit Circulus maximus , cujus radius ' e ' 1 
C A = C B , ponatur = a , qui fimul erit radius Globi. Sit 
porro retfia D T interfcffio plani fecantis cum ifio plano ta- 
buli , ad quam e:c C ducatur normalis CD, qui Iit =/\ 
angulus autem inclinationis fit = j>. 

8 i. Sit M punchtm feeHonis quifiti quodcunqtia ; unde 
ad planum tabv.ls demittatur perpendiculum A 1 Q, hincque ad 
reciain CD pro Axe afTumtam perpendicularis QP. Quod fi 
jam vocentur Coordinatc CP = x, P Q=y & QA2 = ^,- 
erit , ex natura Globi , xx + yy + {{ = aa. Ducatur ex M 
pariter ad re-Jlam DT normalis MT ; & junfta Q T , ob 
ambas QT& AZTad DT normales , metietur angulus illTQ 

Zz z 
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Apttnd. inclinationem plani fecantis ad planum Bafis , qua eft = p. 
Quare fi DT & MI' tanquam Coordin.ua legionis quafita 
fpeiftentur , vocenturque DT=t , T M = u , net A 1 Q = 
u. fin. cp i & TQ = u. coj. p. Erit ergo C P = x = J — 
u. cof. p ; P Q = y = t ; & Q M = f = u.Jin. cp. Quibus 
valoribus fublhtutis emerget aquatio pro fe&ioue Globi qua- 
fita hac 

//- */“• Cof. <p -{• UU tt = flfl. 

83. Perfpicuum jam eft hanc aquationem efle pro Circula 
Namque fi ponatur u — f coj. cp = 5 , fiet 

ff.fin.cp' + ss+tt = aa r 

unde radius fe< 5 Honis erit=V(< ia — *?’• Quare, (i 
ex D Applicata !TAf parallela ducatur Dc , in eamque ex 
Centro C perpendiculum demittatur Cc , ob C D =f & an- 
gulum CDc = <p, erit Dc =f.cof.cp & Cc=f.fin.cp. Hinc, 
cum Coordinata s & t ad Centrum referantur , erit pun< 5 lum 
c Centrum fc&ionis , & j(CB' — Cc ‘ ) radius illius Cir- 
culi , uti ex Elementis eft manifeftum. Simili autem modo 
omnium aliorum Solidorum , dummodo eorum natura fit aqua- 
tione inter tres variabiles exprella , fe&iones quacunque planis 
fadla inveftigari poterunt- 

T a d. 84. Quo tamen tota operatio melius perfpiciatur , propo- 
natur Solidum quodcunque , cujus natura fit expreffa xqua- 
‘ e ' ' tione inter ternas Coordinatas AP=x , PQz=y & 

quarum illa pofita fint in plano tabula hac vero f fit ad 
planum normalis. Secetur jam hoc Solidum plano quocun- 
que , cujus cum plano tabula interfe&io fit re<fta DT , & in- 
clinationis angulus = cp. Ponatur redla AD=f, angulus 
ADE=Q ; eritque , demifTo ex A in DE perpendiculo AE , 
A E=ffin . 6 & DE=f.cof.Q. Tum, ex fe&ionis quafita 
pundlo M ad DT ducatur perpendicularis M T ; jun&aque 
Q T , aquabitur angulus MTQ inclinationi data cp. Quare , 
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fi DF& TM pro Coordinatis fe&ionis quxfitx acdpianrur , Caf.III. 
& vocentur DT=t f TJ\l=.u, erit { )M= u.fin. <p , & * 

T Q = u. cof. <p. 

85 . Ex T ad Axem AD demittatur perpendiculum TT r ; 
atque , ob angulum TDV =0 , erit T V =;t.fn.d & 
DVz=t. cof. 6 . Quia porro angulus TQP eCi =0, erit 
P V = u. fui. 0. cof.? & P Q — 1 V =u. cof.8. cof. ?. Kx his 
itaque Coordinatx .v , y , & 3 fequenti modo per t & u defi- 
nientur ut iit 

A P = x = f f. cof. 0 — u.fin. 0. cof <p 

& 

P Q = y = t. fiti. 0 -j- u. cof.Q. cof? 
atque 

QM= % = u.fin. <p. 

Quare , fi ifti valores in xquatione inter x , y , & ^ pro So- 
lido data fubftituantur , obtinebitur xquatio inter t & u , feu 
Coordinatas fe&ionis quxlitx , cujus adeo natura innotefeet. 
Convenit autem hic modus tere cum eo , quo iupra $j. 50 . 
ufi fumus. 


CAPUT IV. 

De immutatione Coordinatarum, 

85. Quemadmodum xquationes pro Lineis curvis in 
eodem plano litis in innumerabiles formas diverfas tranf- 
formari pofTunt , immutandis cum AbfciiTarum initio , tum 
Axis politione , tum utroque : ita in prxfenti negotio multo 
adhuc major varietas locum habet. Primum enim in eodem 
plano , in quo binx Coordinat» funt fitx , hx infinitis modis 
variari poliunt. Deinde vero hoc ipfum planum , quod duas 
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3 C6 de immutatione 

continet Coordinatas mutari, ficque prior varietas in infinitum 
augeri poterit. Data fcilicet aquatione inter tres Coordinatas 
inter Te normales , perpetuo inveniri poteft alia sequatio inter 
tres quafcunque alias Coordinatas pariter inter fe normales , 
quarum politio refpe&u priorum infinities magis variari potefi : , 
quam fi dux tantum effient Coordinatx , uti ufiu venit in aequa- 
tionibus Linearum curvarum. 

87 . Ponamus primum folum Abfciffiarum x initium in Axe 
mutari , ita ut binx reliqua; Coordinatx y & j maneant ex- 
dem ; atque nova Abfciffa quantitate conflante ab x difere- 
pabit. Sit igitur nova Abfcilfia = t , erit x = t -f- a quo 
valore in aequatione pro Superficie fubftituto prodibit aequatio 
inter tres Coordinatas t , y & ^ qua:, etfi a priori diverfa , 
tamen pro eadem erit Superficie. Simili modo reliqua: Coor- 
dinatx y & ^ quantitatibus conflantibus aligeri minuive pote- 
runt : atque , li ponatur x=t-\-a ; y z=u-jrb & :j=v+-c, 
orietur sequatio inter tres variabiles t, ;/,&v pro eadem Su- 
perficie : atque adeo hxnovse Coordinatx prioribus erunt 
parallela:. Interim hoc modo xquatio pro Superficie , etfi eft 
magis generalis , tamen non multum variatur. 

83. Quoniam tres Coordinatx orthogonales , quarum xqua- 
tio naturam Superficiei exprimit , ad tria plana inter fe nor- 
’ malia referuntur , ponamus planum unum in quo binx Coor- 
dinatarum x & y capiuntur , invariatum manere , in eo autem 
Lineam quamcunque aliam CT , prxter AP , pro Axe af- 
fumi. Cum igitur priores Coordinatx pro Axe AP effient 
AP——X, i’=y , pro novo Axe C Q manebit 

Coordinata eadem , a: binx reliqux evadent CT 

=it , TQz=u, ducla Q T ad novum Axem CT normali. 
Ad xquationem igitur inter has novas Coordinatas t , u ik ^ 
inveniendam, ducatur CR parallela priori Axi AP , tum ex 
C ad eum perpendicularis ducatur CB , ac vocetur AB=a, 
JiC = b ; & angulus R.CT = Denique ducatur TR nor- 
malis ad CR & ex T in QP procludam perpendiculum TS. 
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89. His faflis ; in Triangulo TCR erit TR = t. fin. <£ , 
Cil= f. cof. £ : in Triangulo autem Q '1 'S , cujus angulus ad 

pariter cri: = £, fiet TS = u.jir..^ , & Q A = u. coff. 
Lx his jam obtinebitur AP =x = L ii + TS — ABz^s 
t. ccf. £ + u. (in. £ — a ; & Q 1 * = QS — TR — BC = 
y =. u. cof £ — t.fin. c — Quod li ergo illi valorcs loco 
x & y in aquatione pro Superficie propofita fubliitunntur , 
refultabit scquatio ir.tcr ternas novas Coordinatas t , 'u & ^ , 
qua ejufdcm Superficiei natura exprimetur. Hsc igitur nova 
squatio multo latius patentem fpcciem prs fe feret , cum in 
eam ingrediantur tres nova: conflantes arbitraris a , b & an- 
gulus £ , qus in priori squatione non inerant. Kscque erit 
squatio generalis : quando quidem idem planum , in quo bins 
Coordinats x & y verfantur , retineatur. 

90. Varietur nunc quoque planum , in quo bine priores 
Coordinats x & y erant aflumts : ac primo quidem ita ut 
interfeflio novi plani cum priori A P Q incidat in ipfam rectam 
A P , qus etiam pro novis Coordinatis tanquam Axis fpecls- 
tur. Sit igitur APT hoc novum planum , cujus ad prius 
APQ inclinatio erit angulus QPT , qui ponatur y. Ex M 
in PT ducatur normalis MT , qus fimul in novum planum 
erit perpendicularis & vicem tertis Coordinats tenebit. Po- 
nantur ergo rres novs Coordinats A P = x , P T= u , & 
TM=v : & , dufta TR ad PQ, & TS ad QM normali , 
erit TR = u.fn. y , P R = u.coJ. y ; TS=v. fin.y & MS — 
v.cof.y. Hinc erit P Q=y=:u. coj.y — v.jin.y 3 i QA 1 ^=: 
$ =v. coj. y + ti.ftn. y , qui valorcs , in squatione propofita 
pro y & { fubfiituri , dabunt aquationem inter tres novas 
Coordinatas x , u & v , qua ejufdem Superficiei natura ex- 
primetur. 

ni. Cadat nunc intesfeflio novi plani fecar.tis cum plano 
APQ in Lineam quamcunque C T , litque y inclinatio ir.o- 
rum planorum ; ac fumatur refla hsc CT pro Axe in hoc 
plano. Qusratur primum squatio inter Coordinatas in plano 
APQ ad Axem C T relatas , qus c:: prscedcntibus ita re- 
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perietur, ut, poGtis AB=a , BC=b, angulo TCR=£, 
& Coordinatis CT=p , 2 Q=zq, & QAi = r, ut lit 
x = p.coJ^ + q.fin .^ — a ; y = q.coJ'.^ — P-fn .^ — b, & 
{ = r. Nunc vero ex $. pra:cedente , politis novis Coordi- 
natis l , 1/ , & v , fiet p=t ; q = u. coj.yt — v.ftn.v , & /■= 
v. cof. n + u. fin. v. His fublfitutis , Coordinat 2 principales x , 
y , | ex novis ita determinabuntur ut fit 

x = t. cof. £ -f- u.fin. ^ ro/T n — v.fin. £ fin . tr — a 

& 

y = — £ + w. cq/. £ co/T >t — v. cof. _/in. » — i 

atque 

q = v + v. cof. n. 

91. Sumatur jam in plano illo novo , in quo Coordinats 
t & u funt lita: , alia Linea quaecunque pro Axe ; ficque orietur 
aquatio generalilfima pro Superficie propofita. Sint in hunc 
finem AP , P Q , QM Coordinata: r , u , & v , quas modo 
invenimus ; ita ut A P repnrfentet interfedlionem memorati 
plani cum plano in quo principales Coordinata x & y polita 
concipiuntur. Sitque reda C T novus Axis ad quem nov® 
generalifiimse Coordinata» , quas quarimus , referantur , quae 
vocentur, CT=p , TQ = q , & QM=r. Prxterea , funt 
AB & BC Linea: conflantes, angulus autem C 7 'R ponatur 
= 0 . His pofitis erit ex §. 89. 

l = p. cof 0 + q.fin. 0 — AB 

& 

u = — p.fn. 0 + q. cof 0 — B C 
atque 

v = r. 

Qui valores fi fubftituantur in exprcfflombus §. pra:cedcntis 
reperietur 
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P (. co f‘ & co J '0 — fi ,u co f" *-f in - Q) + c l^ co f-^-f irit ^ 4~ Caf.iv. 

Jin.Q. cof.n. coJ.Q ) — r.fin. >/ +/ 

& 

y = — + cof cof ti.fin. 0 ) — q.(fin. £. y 7 n .0 — 
cof ('-cof n. cof 6 ) — r. caf <£. fin . y + q 
atque 

{ = — p.fin. x.ym.0 + q.fin. > 7. cof 0 + r. cof y + /1 , 

ubi f,g8th funt Lines conflantes ex compofitione carum , 
qus in calculum funt introduiflx , orta:. 

93. Patet ergo squationem generaliflimam pro quavis Su- 
perficie fex conflantes arbitrarias compleifli , qus utcunque de- 
terminentur , squatio perpetuo ejuldem Superficiei naturam 
exprimet. Quantumvis autem fimplex & fuccindfa fuerit squa- 
tio pro Superficie inter Coordinatas x , y , ^ , fi ex ea confle- 
tur squatio generaliffima inter p , q , & r , ea ob ingentem 
conflantium arbitrariarum numerum necelfario fiet maxime in- 
tricata : prsfertim, fi altiores dimenfiones ipfarum x, y , & f 
affuerint. Vix igitur dari poterit cafus , in quo conveniret 
ad squationem gencraliffimam affurgere. Quanquam enim ea 
utilitas inde percipi pofTet , ut idoneo modo conflantibus illis 
definiendis squatio fimpliciffima redderetur ; tamen . ob calculi 
prolixitatem , hic labor plerumque fieret molefliffimus. Interim 
tamen in fequentibus ifta methodus squationes generalilfimas 
formandi ufu non carebit , quoniam inde egregis proprietates 
elicientur ac demonftrabuntur. 

94. Quanquam autem squatio generaliffima plerumque fit 

maxime complicata ; tamen , fi ad dimenfiones , quas Coor- 
dinats jundtim fumts conftituunt , fpeftcmus , earum numerus 
perpetuo squalis eft numero dimenfionum , quas prims Coor- 
dinats x , y & ^ confecerunt. Sic , cum squatio pro Sphsra 
xx + yy + = aa fit duarum dimenfionum , squatio quoque 

generaliffima non plures quoque quam duas continebit dimen- 
fiones Coordinatarum p , q , & r. Hinc numerus dimenfio- 
num , quas Coordinats in squatione cujufpiam Superficiei 

Euleri Introduci, in 4 nal, infin. Tom. II. A a a 
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A^nvD. confli ruunt , nobis fuppedirat eflentialem charaderem naturae 
iftius Superficiei ; propterea quod , utcunque pofnio Coordina- 
tarum varietur , perpetuo tamen idem dimenfionum numerus 
emergit. Similis fcilicet hic ratio circa Superficies obfervatur ^ 
quam fupra in Lineis curvis deprehendimus ; unde eas in cer- 
ros ordines divifimus. Eodem ergo modo conveniet Super- 
ficies fecundum dimenfiones Coordinararum in ordines difpo- 
nere : erirque nobis Superficies ordinis primi , cujus xquatio 
unicam tantum dimenfionem conipleditur : ad ordinem fecun- 
dum Superficiem referemus , in cujus aequatione Coordinatai 
ad duas dimenfiones affurgunt ; atque ita porro ex dimenfio- 
oum numero fequentes ordines conlhtuentur. 

95. Si jam cum his conferantur ea , qux fupra de inven- 
tione fedionum planarum cujufque Superficiei tradita funt , or- 
dinem fedionum perpetuo cum ordine ad quem Superficies 
pertinet , congruere deprehendemus. Sit enim squatio pro 
Superficie quacunque propofita inter Coordinatas x y , & 7 
ad ordinem n pertinens, fedionis autem ejus cujufvis Coordi— 
nats normales fint t & u. Atque fupra , §. 8 5 , Adimus, 
aequationem inter t & u inveniri , fi in aequatione pro Super- 
ficie fequentes valores fubfiituantur 

*=/+*• cof 0 — u. fn. 0. cof <p 

& 

y = t.fin. 0 u. cof 0. cof cp 
atque 

j = u.ftn. <p. 

Manifeftum igitur eft aequationem pro fedione plures dimen- 
fiones aflequi non pofTe , quam habebat aequatio inter x, y ,, 
& j ; fed perpetuo totidem prodituras e(Te dimenfiones. 

cjn. Superficies ergo primi ordinis alias fediones a pla- 
no facias habere nequit praeter Lineas primi ordinis, feu redas. . 
Deinde , ex fedione Superficiei fecundi ordinis alia: Lineae 
non oriuntur nifi fecundi ordinis, feu Sediones conica: ; ell. 
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cmm Superficies conica quoque fecundi ordinis , cum ejus Caf.IV. 
aquatio fit 

H = a.xx + / 3 yy. 

Simili modo , ex Superficie tertii ordinis per fedioncs planas 
prodibunt Line* tertii ordinis , atque ita porro. Fieri tamen 
quandoque potefl , ut aequatio pro fedione quapiam divifores 
admittat ; quo cafu fedio erit compofita ex duabus pluribufve 
Lineis inferiorum ordinum. Sic , fedio Coni per V erticem 
fkda conflabit ex duabus Lineis redis , qua ramen conjunc- 
tim Lineam fecundi ordinis mentiuntur, uti fupra annotavimus. 

97. Conflitutis igitur Superficierum ordinibus , invefligemus 
pra reliquis eas Superficies , qua ad ordinem primum perti- 
nent. iEquatio ergo earum naturam exprimens erit «. x -f- 
(iy + y \ = a > cujus cum omnes fedioties plano faci* fint 
Line* rea* , perfpicuum efl has Superficies non planas die 
non poffe : fi enim haberent convexitatem vel concavitatem , 
neceflario daretur fedio curvilinea. Quanquam enim in reli- 
quis ordinibus dantur ejufmodi Superficies , quarum cert* qua- 
dam fediones funt Linea reda, ( uti in Cylindro, Cono, 
aliifque , ufu venire vidimus , ) tamen in iis fediones curvilinea 
non excluduntur. Similis fcilicet hic occurrit ratio , qualem in 
Lineis obfervavimus : quemadmodum enim Linea , qua a Linea 
reda in pluribus uno pundis nullo modo fecari potell , efl ne- 
ceffario reda ; ita Superficies qua a plano feda femper dat 
Lineam redam , necefTario ipfa plana effe colligitur. 

98. Ex aquatione autem generaliflima ifla indoles clariffime 
potefl demonllrari Formetur- enim ex aquatione «. x -f- /3 y + 
y ^ = a *quatio generaliffima inter Coordinatas p , q , & r , 
fecundum $. 91. Et , quoniam fex nova conflantes arbitraria 
inducuntur, nil obflat, quo minus ea ita determinentur, ut 
binarum Coordinatarum p, & 9 coefficientes evanefcant , atque 
hujufmodi aquatio r=f remaneat, ejufdcm Superficiei na- 
turam exprimens. Hac autem aquatio r=f ofiendct Superfi- 
ciem propofttam efTe plano , in quo bins Coordinata p Si q 

A a a i 
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exifiunt , parallelam ; ideoque ipfam planam : Effici quoque 
potefi , ut fiat r=o; ficque evidens erit, ipfum planum, 
in quo p & q alTumuntur, elfe Superficiem quaefitam. 

99. Cum igitur confiet Superficiem aequatione xx + / 3 y -f- 
y ^ a expreflam elle planam, opus efi ut ejus politionem 
refipeclu plani, in quo Coordinatae x & y afiumuntur, defi- 
niamus. Sit igitur M puntfium quodcunque hujus Superficiei ; 
atque tres Coordinatas A P = x , P Qz=y , & Q M= 
Ponatur primum {= o , atque orietur tequatio x x 4 - £y= a , 
quas exprimet interfediionem Superficiei quxfitas cum plano 
A P Q , quam patet efle Lineam re<fiam BC R, cujus pofitio 
refpedu Axis AP talis erit, ut lit reda A B ad Axem AP 

in plano A P Q normalis = —■ , & A C = ~ : unde an- 


guli AC B tangens erit = -y •: ideoque finus = 


& cofinus = r , v 

VI* -HO 

ad occurfum re<fi;e B C in R 
— , erit CR — xy/ .L<±JA . 

<L £ 


e ' 1_ VP+O * 

Tum , producatur Q P ufque 
atque , ob C P = x — 
& PR = 


a V ( H~ G' ) . 

a C » 


« x a 

e T* 

100. Demittatur ex Q ad B C normalis Q S : jundaque 
M S , patebit angulum AI S Q metiri inclinationem Superficiei 
propofiti ad planum AP Q. Cum igitur fit P R = erit 

Q R = a __ ZTT J L? : & , ob angulum RQS = 

A C B , erit Q S = y^Tq p^tj '• unde anguli QS M tan- 

ge„ s = v y ~ ; & propterea cofinus = 

Superficies ergo qusfita ad planum , in quo verfantur x & y * 
inclinatur angulo , cujus tangens ell = ' V ( « + . g _) 1 
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pari vero modo eadem Superficies ad planum Coordinatarum 
x & f inclinabitur angulo cujus tangens eft 


i ^uuiuiudidium „ 

— Cap,v ‘ 


atque ad planum Coordinatarum y & { angulo cujus tangens 
eft = ~V - (c ‘+r 


CAPUT V. 

De Superjiciebus fecundi Ordinis. 

101. Constitutis ergo Superficierum ordinibus fecun- 
dum numerum dimenlionum , quas fumma trium Coordi- 
natarum x ,y , ^ poreftates in aquatione jundim fumta adim- 
plent ; fi proponatur pro Superficie aquatio algebraica , ftatim 
allignari potdl ordo , ad quem illa Superficies referri debet. 
Cum igitur omnis Superficies primi ordinis oftenfa fit e(Te 
plana , in hoc Capite Superficies fecundi ordinis examini 
fubjiciam. In iis autem major ftatim deprehenditur div.erfitas , 
quam in Lineis fecundi gradus , quod quidem cuique atten- 
denti facile patebit. Operam igitur dabo ut hac diverfa ge- 
nera diltinde exponam. In ordinibus vero altioribus tantopere 
multitudo generum increfcit , ut ab iis evolvendis prorfus 
abftinere debeamus. 

ioz. Quoniam natura Superficierum fecundi ordinis expri- 
mitur aquatione , in qua variabiles x , y & p ad duas dimen- 
fiones aftiirgunt , Cylindrus & Conus , tam redus quam fca- 
lenus , & Globus , quorum proprietates jam decripfimus , in 
hoc fecundo ordine continentur. Omnes vero Superficies ad 
hunc ordinem pertinentes comprehenduntur in hac aquatione 
generali 

«{{+ 6y{ + yx\+$yy + txy + ^xx -f + Cy -f- ,x -f x= o. 
Utcunque enim tres Coordinats accipiantur, aquatio femper 
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ApfENn - ia hac forma continebitur. Varia ergo Superficierum hac 
~ pertinentium genera a diverfa coefficientium relatione mutua 
pendebunt , qui , etft eadem Superficies infinitis aequationibus 
exprimatur , tamen infinitam variarum Superficierum multitu- 
dinem fuppeditabunt.. 

103. Quemadmodum in Lineis curvis planis prxeipuam di- 
vifionem inde defumfimus , quod vel in infinitum extendantur , 
vel in fpatio finito includantur i ita fimili modo omnes Super- 
ficies ad quemcunque ordinem pertinentes in duas clades divi- 
dentur ; ad quarum alteram referemus eas , qus in infinitum 
cbeunt , ad alteram vero , quae in fpatio finito continentur. 
Ita Cylindrus & Conus priori cladi ; Globus vero polleriori 
annumerabitur. Pollerioris quidem cladis nulla dabitur Su- 
perficies in ordinibus imparibus : cum enim quxlibet Superfi- 
cies imparis ordinis habeat fecliones planas ejufdem ordinis , 
curvx autem imparium ordinum omnes in infinitum extendan- 
tur , necefie efl , ut etiam ipfx Superficies illorum ordinum in 
infinitum porrigantur. 

104. Quoties autem quxpiam Superficies in infinitum ex- 
tenditur , necefle eft ut , ad minimum , una trium variabilium 
x , y & \ , in infinitum abeat. Quare , cum perinde fit qux- 
nam hoc cafu infinita fieri adiimatur , ponamus f fieri infini- 
tam , fi quidem Superficies in infinitum porrigatur. Naturam 
ergo hujus parris in infinitum abeuntis inveftigaturi ponamus ede 
| = eo : atque nunc potilfimum fpedlari debet terminus pri- 
mus , utrum is adiit an vero deficiat. Adfit ergo pri- 
mum ille terminus in xquatione : atque prx eo termini » ^ & 
x evanefeent , habebiturque pro parte in infinitum excurrente 
hxc aequatio 

*{{ + Gy{ + y*{ + *yy + (x y + £, xx + fy + = ° * 

cx qua porro omnes termini , qui non funt infiniti , vel infi- 
nities minores faltern quam « { { , evanefeunt. 

ioj. Statuamus omnes terminos, in quibus variabiles duas 
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tenent dimenfiones adefle ; quacunque enim fuerit Superficies , Cat.V. 
in ejus aquatione generaiiflima femper omnes inerunt termini " 
fum marum dimenfionum , neque idcirco hypothefis, qua om- 
nes terminos duarum dimenfionum adelfe ponimus , univerfa- 
litati folutior.is ullam vim infert. Quando autem termini y ^ 

& x f adfunt , prae iis termini 0y & / x evanefcunt ; reiinque- 
turque hac aquatio 

tt n + £y{ + + £yy + «*y + 

ex qua elicitur 

Cr yx V: ( c.c 4 4 *C)xy (yy ^y{]rx) 

it a 

Hac igitur aquatione natura portionis in infinitum extenfa 
exprimitur. 

106. Si quam igitur Superficies habeat portionem in infi- 
nitum extenlam , ea congruet cum portione infinita Superficiei, 
qua exprimitur hac aquatione 

a H + £y{ + y*i’ + $yy + «*y + £** = <>, 

ita ut hac Superficies fit quafi Afymtota illius Superficiei 
aquatione generali exprefia. Quia vero in hac aquatione tres 
variabiles ubique duas habent dimenfiones , erit ea pro S.i— ' 
perficie conica , Verticem in initio Cnordinatarum , ubi om- 
nes fimul evanefcunt , habente : femper ergo exhiberi potefi: 
Superficies conica, qua erit Afymtota- Superficiei propofitae , 
fi quidem in infinitum extenditur; feu cujus portio infinita cum 
Superficie propofita vel penitus congruit , vel intervallo tan- 
tum finito ab eo eft remota. Uti ergo ramos Curvarum in 
infinitum abeuntes per Lineas redlas Afymtotas diffinximus, 
ita Superficierum partes in infinitum extenlas per Superficies 
conicas Afymtotas diflinguere licebit. 

107. Quoties ergo Superficies Afymtota conica erit realis, 
toties Superficies ipfa in infinitum extenditur ; atque ita qui— 
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Appen». c ) em u t utriufque partes infiniti congruant ; ficque ex natura 
Superficiei Afymtoti natura ipfius Superficies propofiri colligi 
poterit. Quod fi autem Superficies Afymtota fiat imaginaria, 
ipfa Superficies nullam habebit partem in infinitum extenfam, 
fcd tota fpatio finito includetur. Ad Superficies ergo fecundi 
ordinis , qui in fpatio finito contineantur , indagandas , tan- 
tum opus e(t , ut videamus quibus in cafibus iquatio pro Su- 
perficie Afymtota fiat imaginaria ; quod fit , fi tota Superfi- 
cies hic in pundum unicum evanefeit. Namque fi ullam ex- 
tenfionem haberet, vel punctum extra Verticem fitum , necef- 
fario in infinitum expandi deberet , propterea quod fupra 
ofiendimus , totam redam qui per verticem & unum Superficiei 
pundum ducitur, in ipfa Superficie efie pofitum. 

108. Quando ergo Superficies conica Afymtota , hac 
aquatione exprefia 

+ £)T + y*i + fyy + ix y + z*x— o , 

in unicum pundum abit , omnes ejus fediones per Verticem 
fadi pariter in idem pundum evanefeere debent. Primum 
ergo , fado f=o , iquatio $yy + =0, debet 

effe impofiibilis, nifi fit x = o & y = o , quod evenit fi fuerit 
4 £ ^ major quam f f. Deinde idem evenire debet pofito vel 
* = o vel y ?=o : erit ergo 4«.^ major quam €£, & 4 a. g 
major quam y y. Nifi ergo in iquatione pro Superficie 
fecundi ordinis 

a f{ + -+- v x { + *yy + iX y +<£**+ »{+0y+<*+x=o J 

fuerit 4 ££ major quam e e ; 4«.$' major quam €€54«.^ ma- 
jor quam yy , Superficies certo habebit partes in infinitum 
extenfas. 

109. ' Neque vero hi tres conditiones fufficiunt ad Superfi- 
ciem in fpatium finitum includendam : requiritur infuper ut 
valor ipfius ^ ex iquatione Afymtotica fupra erutus fiat ima- 
ginarius ; quod fit fi ifia expreflio 
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(£€ — 4 *£) yy + 2.(6y — 1«0 xy 4 - (yy — 4*£)*.»r Caf ’ ^ 


perpetuo obtineat valorem negativum , fi quidem pro utraque 
variabili x & y valores quicunque praeter o fubftituantur. Quod , 
cum ££ — 4«,$' & yy — 40.^ lint quantitates negativae, fiet 
fi (€y — a*t )' minor quam ( C£ — 4*£)(yy — 4^) ; hoc 
eft, fi fuerit «.t' + S'y‘ -f-££‘ minor quam £y f + 4«.5"<|; 
fi quidem a. habuerit valorem affirmativum , quoniam illam 
atquationem per a. divifimus. Quod fi vero « habeat valorem 
affirmativum, ob fuperiores aequationes 4» £ major quam yy; 
4 cl$ major quam ££ ,• & 4S‘£ major quam a ; coefficientes 
£ & £ erunt affirmativi. 


110. Superficies ergo fecundi ordinis in fpario finito con- 
tinebitur , fi in ejus aequatione quatuor fequentes conditiones 
locum habeant ; nempe fi fit 


4*£ major quam yy ; 4^ major quam ££ ; 4^ major quam at 

& 

*t’ + Sy’ + ££’ minor quam Cyt + 4«,S£. 

Hincque genus primum Superficierum fecundi ordinis defini- 
mus , ad quod eae fpecies omnes pertinent , quae non in infi- 
nitum excurrunt , fed in fpatio finito includuntur. Ad hoc 
ergo genus pertinet Globus , cujus aequatio eft 

ll + yy + xx = aa , 

cum enim hic fit a. = I , $ =• 1 , 1 , /3 = o , y = o 

t =0 , quatuor inventis conditionibus omnibus fatisfit. Gene- 
ralius vero hic pertinebit aequatio ifta 

a { f + $yy + £ * * = o a 

quae fi n, fuerint quantitates affirmativae, femper eft pro 

Superficie claula , nifi unus duove coefficientes evanelcant. 

in. PerfpedHs his quatuor conditionibus , quibus Superficies 
Euleri Introduci. Anal. infin. Tom. II. B bb 
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ArrcKiv j n fpatium finitum redigitur ; fi proponatur zquatio fecundi 
ordinis quatcunque determinata , ftatiin dijudicari poterit utrum 
Superficies ea aequatione exprefTa habeat partes in infinitum 
extenfas , an nullas. Quod fi enim unica illarum quatuor con- 
ditionum defit , Superficies certo in infinitum extenditur. Hoc 
autem cafu nonnullae fubdivifiones funt facienda: , quibus An- 
gularis varietas partibus in infinitum extenfis inducitur. Prima 
iubdivifio ergo conllituatur , fi fuerit 

Ai + Jy’ + major quam Gye 

quo cafu Superficies in infinitum extendetur , atque Superfi- 
ciem conicam pro Afymtota habebit , uti jam ante oftcndi- 
mus. Hicque cafus c Diametro eft oppofitus pra:cedenti , quo 
tota Superficies in fpatio finito continetur. 

in. Prxtcrea autem dantur cafus quidam intermedii; qui- 
bus , etfi Superficies in infinitum abit , fimili tamen modo in- 
ter duos pracedentes locum tenet quo Parabola inter Ellipfin 
& Hyperbolam continetur. Cafus ille oritur fi fuerit 

Ai’ + $ y' 4 “ QG' = Gy e 4 ~ 
critque propterea 

*{ = — Gy — yx 4-y V (€€ — 4*5') 4- *V(yy — 4 * 0 * 

t 

Habebit ergo a:quatio Afymtotica 

+ ^yi + y*{ + syy+txy + {xx — o; 

duos Fadtores fimplicc* , qui erunt vel reales , vel imaginarii , 
vel inter fe arquales. Triplex ifta diverfitas ergo tria genera 
Superficierum in infinitum extenfarum pratbet , iicque omnino 
quinque genera Superficierum fecundi ordinis fumus adepti , 
quat nunc diligentius profequemur. 

ii 3. Quia , mutando pofitionem ternorum Axium , quibus 
Coordinati funt parallela: , a:quatio generalis ad formam fim- 
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.pliciorem reduci poteft , illa redu&ione ita utamur , ut atqua- 
tiouem generalem pro Superficiebus fecundi ordinis ad formam 
fimpliciliimam redigamus , quas tamen omnes fpecies aeque 
ac generalis in fe comple&atur. Cum igitur aquatio generalis 
pro Superficiebus fecundi ordinis fit 

tt T{ ■+* + y*i + $yy + 4 - + » { + 0 y + < * + * =° , 

qusramus aequationem inter alias ternas Coordinatas p , q & r , 
qua quidem fe mutuo in eodem pundto , quo terna: priores 
deculfent. Ad hoc ex $j. 91. fiatuatur 

x= p ( cof. k. cof m — fin.k.fin.m.cof.n)-\-q(cof k.fin, m + 

fin. k. cof. m. cof. n) — r.fin. k.fin. n 

& 

y = — p (Jin. k. cof. m -\- cof. k.fin. m. cof n) — q(fin. k.fin. m — * 
cof. k. cof. m. cof. n ) — r. cof. k.fin. n 
atque 

j = — p.fin. m.fin. n + q. coj. m.fn. n + r. coj. n , 
unde refultet ifta aequatio 

A fp + B qq+ Crr+ D 'pq + E pr-\- F qr+ Gp+Hq -f- Ir+K= o. 

114. Jam anguli illi arbitrarii k , m , & n ita definiri pote- 
runt , ut tres coefficientes D , E , & F evanefeant. Quan- 
quarn enim calculus nimis fit prolixus , quam ut angulorum 
illorum determinatio a< 5 tu ofiendi pollit ; tamen fi quis forte 
dubitet , an femper illa eliminatio ad valores reales angulorum 
illorum perducat , is certe concedere debebit , duos falteni 
coefficientes D & E nihilo aequales reddi polle. Hoc autem 
fi fuerit effe£lum , politio tertii Axis , cui Ordinatae r funt pa- 
rallelae in plano ad Ordinatas p normali , facile ita mutari 
poteft , ut etiam coefficiens F evanefeat. Statuatur enim q = 
t.fin.i+u. cof.i & r=t. cof. i — u.Jin.i , ita ut , loco termini 
qr , novus terminus tu ingrediatur, cujus coefficiens ope an- 

Bbb i 
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guli i nihilo aequalis fieri poterit. Hoc igitur modo «quatio 
generalis pro Superficiebus fecundi ordinis ad hanc formam 
perducetur 

A pp B + Crr + Gp + H y -f- I r + K = o. 

1 1 5 . Nunc praeterea Coordinatx p , q , r datis quantitatibus, 
ita augeri diminuive poterunt , ut cocfficientes G , H & I 
evanelcant ; quod fiet mutato tantum pun£fo illo , unde om- 
nes Coordinatae initium habent. Atque hoc modo omnes Super- 
ficies fecundi ordinis in hac aequatione continebuntur 

App + Bqq + Crr+K=o r 

ex qua intelligitur unumquodque trium planorum principalium, 
per initium CoorJinatarum dudforum Superficiem in duas par- 
ies fimiles & aequales bilecare. Omnis ergo Superficies fecundi: 
ordinis non folum unum habet planum dianietrale , fed adeo 
tria , qax fe mutuo in eodem pun&o normaliter interfecent ^ 
quod punftum propterea Centrum Superficiei conftituet , etiamfi. 
in nonnullis cafibus hoc Centrum in infinitum diftet. Similr 
fcilicet modo , quo omnes Sc&iones conica; Centro dicuntur 
praedirx , etiamfi in Parabola Centrum a Vertice infinite re- 
moveatur. 

11 6 . Perdu&a ergo xquatione , qua omnes Superficies fe- 
cundi ordinis continentur, ad formam fimpliciffimam , primum 
harum Superficiorum genus exhibebit ifta aequatio 

Apq + Bqq + Crr = a a 

fi quidem omnes tres cocrticicntes A , B , & C valores obti- 
neant ailirmativos. Superficies igitur ad hoc primum genus per- 
tinentes non folum totx in finito fpatio includentur , fed om- 
nes quoque Centrum habebunt , in quo tria plana diametraliai 
fe mutuo ad angulos re&os decutiant. Sit C Centrum hujus; 
figurae, & CA , CB CD Axes illi principales inter fe nor— 
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males , quibus Coordinats p , q , r funt parallela: erunt tria Cap. V, 
plana diametralia AB ab; A Da; &cBDb, quibus hoc Cor- 
pus in binas portiones fimiles squales fecabitur. 

1 17. Ponatur r — o ; & squatio A p p + B q q = a a ex- 
primet naturam feftionis principalis AB ab; qux idcirco erit 
Ellipfis Centrum habens in C, cujus femiaxes erunt CA = 

C a = ; & C B = C b = . Si ponatur q = o, ae- 

quatio k p p + Crrz=aa , erit pro feftione principali A D a, 
qua: pariter erit Ellipfis Centrum habens in C, cujus femiaxes 

erunt C A = C a = ^ D= A— Pofito autem/t =0, 

prodibit pro tertia fedione principali B D b squatio B q q + 

C r r=. a a , qux etiam erit Ellipfis Centrum habens in C & 

femiaxes C B = C b — , & C D = ^ . Cognitis autem 

his tribus feftionibus principalibus , feu tantum earum femia- 
xibus C A = A—; C B= ~ & C D == , natura hu- 

V A V B . V C 

jus Corporis determinatur & cognofcitur. Hinc primum iftud 
Superficierum fecundi ordinis genus Elliptoides appellari con- 
veniet , quia tres ejus feftiones principales funt Ellipfes. 

1 1 8. Sub hoc genere continentur tres fpecies prs primis 
notatu dignae. Prima eft, fi omnes tres Axes principales C A , 

C B , & C D inrer fe hierint squales , quo cafu tres fe&iones 
principales abibunt in Circulos, ipfumque Corpus in Globum y 
cujus aquatio , uti fupra vidimus , erit / 

p p + qq + rr — aa. 

Secunda fpecies eos comple< 51 itur cafus , quibus duo tantum 
Axes principales funt inter fe squales. Sit nimirum C D = 

C B , feu C= B , atque feclio BD b fiet Circulus , ex squa- 
tione autem A pp + B(qq-\-rr)=aa intelligitur omnes 
fecliones huic parallelas pariter fore Circulos ; unde hoc Cor- 
pus erit Sphsroides five oblongum , fi AC major fit quam 
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Appfkd. B C ; five compreffum fi A C fit minor quam B C. Tertia 
* denique fpecies ea complebitur Corpora, iu quibus coenicicn- 

tes A , B , C funt inaquales , que ideo nomen generale £/- 
liptoides retinebunt. 

ii 9. Sequentia genera Superficierum fecundi ordinis hac 
continebuntur aquatione 

A P p ~r B q q + C rr = a a , 

Ac primo quidem fi nullus coefficientium A , B , C prorfus 
defit ; eorum autem , vel unus vel duo , valores habeant ne- 
gativos. Sit unus tantum negativus , atque confideremus hanc 
aquationem 

App + ^ (7 ? — C rr = a a , 

xTx^vui * n T 13 j 3m A , B , C numeros affirmativos denotare poni- 
pig' mus. Quod ad Centrum hujus Corporis & plana diamerra- 
lia attinet , omnia eodem modo funt comparata , ut- ante. Pa- 
tet igitur hujus Corporis febionem principalem primam ABab 

efie Ellipfin , cujus femiaxis A C = , alterque B C = 

— . Bina reliqua febiones principales A q , B S erunt Hy- 
perbolae Centrum iu C & femiaxem conjugatum =^; ha- 
bentes. 

110. Reprafentabit ergo hac Superficies fpeciem infundi- 
buli , furfum & deorfum fecundum Hyperbolas divergens. 
Unde ifia Superficies Afymtoton habebit Conum aquatione 
App-\-Bqq — Crr = o expreffum , Verticem in Centro 
j C habentem, & cujus latera funt Afymtota Hyperbolarum. 
Stabit autem ifie Conus Afymtotos intra Superficiem, eritque 
Conus rebus fi fuerit A=B; lcalenus vero fi A non ipfi 
B aquabitur. Axis autem Coni erit reba C D normalis ad 
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planum A B a. Ceterum omnes fediones Axi C D normales Cap. V. 
erunt Eilipfes fimiles Ellipfi A B ab , fediones vero plano 
AB ab normales omnes erunt Hyperbolae : unde iflas Superfi- 
cies tlliptico-hyperbolicas vocari conveniet , Afymtoto fiio conico 
circumfcriptas. Hujus igitur Superficies nobis conflituent ge- 
nus fecundum. 

iii. Species in hoc genere iterum tres notari poterunt: 
quorum prima erit , fi a = o , quo cafu Ellipfis A B a b in 
pundihtm evanefeit , & Hyperbola in lineas redas abitunt : 
Superficies vero ipfa cum Afymtcta fua penitus confundetur , 
ex quo hac prima fpecics compledetur cnines Conos, five 
redos five fcalenos ; unde nova fubdivifio fieri poficr. Al- 
tera fpecies erit fi fiat A = B ; quo cafu Ellipfis A B ab 
in Circulum mutatur , & ipfa Superficies fiet rotunda feu tor- 
nata. Orietur fcilicet hac Superficies , fi Hyperbola quacun- 
que circa Axem conjugatum convertatur. Tertia fpecies ab 
ipfo genere non diferepabit. 

m. Tertium genus definiamus , fi dito coefficientes ter- 
minorum pp, qq , & rr fiant negativi , cujus ergo aquatio fit 

A pp — B qq — C rr = a a. 


principalis , pofrto q — o , pariter erit Hyperbola A Q, a q, 
eodem femiaxe tranfverfo pridita , fed cujus Axis fcmiconju- 

gatus erit = : tertia fedio principalis fit imaginaria. Tota 

denique hxc Superficies intra Superficiem conicam Afymtotam 
erit lita : unde hoc genus vocari potefi: hypcrbolico-hyperbolicum 
Cono Afymtoto inferiptum. Si fiat B = C , Superficies erit 
rotunda , orta ex convcrfione Hyperbolae circa 1’uum Axem 
tranfverfum , quo cafu fpecies peculiaris confritui pofiet. Sin 
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E A Fea f Centrum habens in C , cujus fentiaxis tranfverfus xx ,' :ix 

r * Fig- * \ j 

erit = -‘r, & femiaxis conjugatus = Altera fedio 
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ArrsND. autem ponatur o=o, oritur Superficies conica, quam jam; 
tanquam fpeciem generis praecedentis , fumus contemplati. 

izq. Aci fequentia genera cognofcenda ponamus unum coef- 
ficientium A, B, C evanefcere. Sit igitur C = o, atque 
aequatio generalis $. 114. inventa erit 

App + Bqq + G p + I r + K = 0 , 

in qua , augendo feu diminuendo Ordinatas p & q , termini 
G p & H q , non vero I r tolli poterit. Relinquetur ergo 
terminus 1 r in aequatione : ejus vero ope tolli poterit termi- 
nus 'ultimus K, unde ejufmodi aequationem habebimus 

A pp + B qq =ar, 

cujus duo cafus fiint perpendendi. Prior fi uterque coefficiens 
A & B fuerit affirmativus : polterior fi alter fit negativus. 
Utroque autem cafu Centrum Superficiei in Axe C D erit fitum 
fed ad diftantiam infinitam remotum. 

114. Sint primo ambo coefficientes A & B affirmativi : 
quo cafu conilituatur genus quartum , aequatione hac con- 
tentum 

A pp + B q q = a r. 


Tab Prima ergo feffio principalis oriunda fi ponatur r=o, in 
x.xxix. punctum evanefeet; altera pofito^=o ; & tertia pofito p = o , 
'*• ¥>• U t r aq U e erit Parabola. Nempe M A m & N A n. Cum igi- 
tur hujus Superficiei omnes fedliones ad Axem A D normales 
fint Ellipfes; fe&ioncs vero per hunc ipfum Axem fadlae Pa- 
rabolae , hujus generis Corpora clliptico-parabolica appellabimus. 
Cujus fpecies funt notandae duae : altera fi A = B,quo cafu 
oritur Corpus rotundum, conoidcs parabolicum vocatum: altera 
vero fi a = o , fitque App B q q =bb , quae dat Cy- 
lindros , tam reflos fi A = B , quam fcalenos fi A & B 
fuerint inaequales. 

1x5. Quintum 
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115. Quintum genus continebitur hac aequatione 

App — B qq=zar, 

cujus fed‘10 principalis prima, fador=o, erunt duae lineae 
redae E e , Ff , fe mutuo in pundo ^4 decurtantes. Qmnes vero 
fediones huic parallelae erunt Hyperbolae fua centra in Axe 
A D habentes, & intra Afymtotas redas E e F f conftitutai. 

Duo igitur plana , quae plano ABC in Lineis E e & Ff nor- 
maliter infirtunt , in infinitum cum Superficie propofita con- 
gruent , ideoque haec Superficies pro Afymtoto habebit duo 
plana fe mutuo decurtantia , fediones reliquae principales in 
planis A C D & A Bd fadae erilnt Parabolae : unde Superficies 
ad hoc genus pertinentes vocabimus parabohco-hyperbolicas duo 
plana pro Afymtotis habentes : cujus fpecies , ( fi a = o , ut fit 
App — B q q = bb , ) erit Cylindrus hyperbolicus , cujus om- 
nes fediones ad Axem A D normales erunt Hyperbolae inter 
fe aequales : fi infuper fit b = o , oriuntur duo illa ipfa plana 
afymtotica. 

ix 6 . Sextum denique genus Superficierum fecundi ordinis 
compledetur haec aequatio 

A pp — aq, 

quae praebet Cylindrum Parabolicum , cujus omnes fediones 
Axi A D normales erunt Parabolae fimiles & aequales , ira ut 
fingularum Vertices in redam A D incidant & Axes inter fe 
fint paralleli. Ad haec igitur fex genera omnes Superficies fe- 
cundi ordinis reduci poterunt , ita ut nulla exhiberi portit, 
quae non in uno horum generum contineatur. Ceterum , fi 
in genere ultimo fiat a=o, ut fit A p p = bb , haec aequa- 
tio praebebit duo plana inter fe parallela , quae quafi fpeciem 
hujus generis conftituent. Similitudo fcilicet hic , uti in Lineis 
fecundi ordinis obtinet, ubi vidimus duas redas fe decurtantes 
Hyperbolae fpeciem , duas autem Lineas parallelas Parabol* 
fpeciem conftituere. 

Euleri Introduci, in Anal. infin. Tom. II. C c c 


Cap. V. 


Ta n. 

XXXiX. 
rig. 1+7. 
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iyy. Quanquam hsc fex genera ex aequatione fimpli- 
cifllma , ad quam Superficies fecundi ordinis reducere licet , 
formavimus ; tamen nunc facile erit , fi aquatio quaecunque 
fecundi gradus fit propofita , genus aflignaread quod Superfi- 
cies pertineat. Quod fi enim propofita fuerit hsc sqnatio 

+ 0’? + •>** H- by +* «^7 +■ fr* + «1 + ( y + « + * = 0 * 

judicium ex fupremis terminis, in quibus duae variabilium oc- 
currunt dimenfiones , petendum erit j fpeClari fcilicet debe- 
bant Ki termini 

«u + *y\ + 4- hy -b «*y + £** » 

in quibus fi fuerit 

47. £ major quam y-y ; 4^ major quam ; 4$/ major quam a 

& 

a.it -f- Syy + minor quam €yf 4* » 

Superficies erit claufa & ad gemis primum , quod Elliptoides 
vocavimus , pertinebit. 

iz8. Si una plurefve herum conditionum defint ; neque ta- 
men fit a.tf + Syy + -+■ 40$/, Superficies vel ad fe- 

cundum vel ad tertium genus pertinebit , eritque corpus hy- 
perbolicum Cono Afymtoto przditum , eique vel circumfcrip- 
tum in genere fecundo , vel inferiptum in genere tertio. At, 
fi fuerit «.6« + 5 yy 4" £€£=£yt -f- 4 * 5 "^ , quo cafu expreffia 

I 

«■u + % + y*i + *yy + tx y + £** » 

r-foTri poterit in duos Fa&ores fimpfices , five imaginarios fi- 
ve reales. Cafu priori Superficies pertinebit ad genus quar- 
tum , pofteriori vero ad quintum. Quod fi denique illa ex- 
preffio duos habeat Fadlores squales , fen fit quadratum , tum 
orietur genus fextum. Sicque flarim facile dijudicari poterit „ 
ad quodnam genus qusvis squatio propofita pertinet ; diffi- 
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cilius tantum erit judicium circa genus fecundum & tertium :qus Cat. V. 
ambo ideo in unum conflari poflenr. 

119. Simili modo Superficies tertii & fequentium ordinum 
pertradari atque in genera dividi poterunt. Spednri fcilicet tan- 
tum debebunt aquationis generalis termini fupremi , & confe- 
quenter , pro Superficiebus tertii ordinis , ii in quibus Coordi- 
nata tres obtinent dimenfiones , qui erunt 

+ fyn +vy\ + n + + &c. . 

Primum igitur difpiciendum efl, utrum hi termini conjundim 
fumti, feu aquationis membrum fupremum , refolvi poilit in 
Fadores fimplices an non. Si refolutionem in Fadores ref- 
puat , habebit Superficies Conum tertii ordinis pro Afyrn- 
toto. Quia autem natura hujus Coni exprimitur fupremo 
membro nihilo aquali pofito , plures hujufmodi Coni tertii 
ordinis dabuntur, ex quorum diverfitate hinc plura Superfi- 
cierum genera conllituentur. Quamvis enim Coni fecundi 
ordinis omnes ad unum genus referuntur , quia funt vel redi 
vel fcaleni ; tamen in tertio ordine multo major varietas lo- 
cum invenit. 

130. Expofitis ergo his generibus , confiderandi funt cafus, 
quibus fupremum membrum in Fadores iimplices refolvi po- 
teft, five fint reales five imaginarii. Habeat primum unum 
Fadorem fimplicem , qui erit realis : ex eo Superficies habe- 
bit Afymtotam planam. Alter Fador nihilo squalis politus 
vel dabit aquationem poflibilem vel non : ft aquatio fuerit 
poflibilis , nifi omnes Coordinata evanefeant , unica erit 
Afymtota plana : fin autem fit impoflikilis , Superficies duas 
habebit Afymtotas , alteram planam , alteram Conum fecundi 
ordinis. Quod fi habeat tres Fadores fimplices, quia unus 
femper eft realis , fi bini reliqui fint vel imaginarii , vel rea- 
les , duo nova genera oriuntur. Denique fi omnes tres Fac- 
tores fimplices fint reales, prout duo vel omnes fint inter fc 
squales , adhuc duo genera confutui poterunt. Nulla autem in 
hoc ordine datur Superficies , qus non in infinitum extendatur. 

C c c 1 
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ApPf.ND. 

CAPUT VI. 

De interjectione duarum Superficierum. 


13 1. Supra jam expofita eft methodus inveftigandi naturam 
fectionis , quae oritur fi Superficies quacunque a plano fecatur. 
Cum enim Linea curva, quam fe&io format , tota polita 
fit in eodem plano , quo fe&io eft fa«fta , binas Coordinatas , 
quarum relatione natura hujufmodi Linearum curvarum expri- 
mi folet , in eodem plano aflumfimus , ut hoc pa&o cogni- 
tio ad receptam rationem reduceretur. At , fi Superficies fe- 
cans non fuerit plana , quoniam tum fe&io non in eodem 
plano jacebit , ejus natura duabus Coordinatis comprehendi ne- 
quit : quapropter alio modo erit utendum , ad hujufmodi fec- 
tiones aequationibus includendas , quibus cujufque pundli po- 
fitio vera indicetur. 

i 3 z. Pun&orum autem non in eodem plano fitorum loca 
definiri poliunt , fi tria plana inter fe normalia in fubfidium 
adhibeantur , atque pro quovis pundlo ternae illae diftantiae af- 
fignentur, quibus id a quolibet plano diftat. Hinc tres va- 
riabiles requirentur ad naturam Lineae curvs non in eodem 
plano conftiftna: exprimendam ; ita ut , fi una pro libitu de- 
finiatur , ex ea binae reliquae valores determinatos obtineant. 
Una igitur aequatio inter tres illas Coordinatas non fufficit ad 
hoc praedandum ; quippe , quae indolem univerfae Superficiei 
cujufdam indicaret ; quocirca duabus opus erit aequationibus , 
quarum ope , fi uni variabili datus valor tribuatur , fimul bU 
narum reliquarum valores determinentur. 

i 33 . Natura igitur cujufque Lineae curvae, quam in eodem 
plano conflirutam efie non conftat , commodilfime exprimitur 
duabus aequationibus inter tres variabiles , puta x , y , { , quae 
totidem Coordinatas inter fe normales repraefentabunt. Ope 
duarum ergo hujufmodi aequationum binae variabiles" ex tertia 
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determinari poterunt , aquabitur fcilicet tam y quam ^ Func- 
tioni cuipiam ipfius x. Poterit etiam pro arbitrio una va- 
riabilium eliminari ; unde tres aquationes duas tantum varia- 
biles involventes formabuntur , una inter x & y , altera inter 
x & ^ , & tertia inter y & {. Harum trium vero aquatio- 
num quavis per binas reliquas fponte determinatur , ita ut , 
fi habeantur aquationes inter x & y , & inter x & { , ex his 
tertia jam per eliminationem ipfius x inveniatur. 

134. Sit ergo propofita Linea quacunque curva non in eo- 

dem plano pofita , cujus unum quoddam pundum fit M. Su- 
mantur pro arBitrio tres Axes invicem normales AB, AC, 
& A D , quibus tria plana invicem normalia B A C , B A D 
& C A D determinantur. Ex pundo Curva M in planum 
B AC demittatur perpendiculum M Q , & ex pundo Q ad 
Axem AD ducatur normalis QP , erunt A P , P Q 8 t QM 
tres illa Coordinatx , inter quas fi dux dentur aquationes , 
natura Curva determinatur. Vocentur ergo A P = x , 
P Q=y , & = &ex duabus aquationibus inter x, 

y & { propofitis , eliminando ^ formetur aquatio duas tantum 
variabiles x &y continens, qua determinabit pofitionem punc- 
ti Q in plano BAC\ atque fingula punda Q ex figulis M 
orta prabebunt Lineam curvam E Q F , cujus natura aquatio- 
ne illa inter x&cy inventa exprimetur. 

135. Hoc igitur modo ex duabus aquationibus inter tres 
Coordinatas propofitis facile cognofcitur natura Curva E QF, 
qua formatur demittendis ex fingulis Curva indaganda punc- 
tis M perpendiculis MQ in planum B A C. Curva aurem 
hac E QF vocatur projeclio Curva G MH in planum BAC. 
Quemadmodum autem projedio in plano BAC fada inveni- 
tur eliminando variabilem f ; ita ejufdem Curva projedio 
in plano B AD vel in plano CAD obtinebitur, fi vel va- 
riabilis y eliminetur vel x. Una autem projedio E QF ncn 
fufficit ad Curvam GMH cognofcendam , fin autem pro 
fingulis pundis Q cognita fuerint perpendicula QM= 
ex projedione E Q F ipfa Curva GMH facile conllruetur. 


cai-vj. 


T A B. 
X L. 
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fi ' rrz ' iD - Ad hoc igitur opus eft, ut prater aquationem inter x & y, 
qua natura projedionis , exprimitur , habeatur aquatio inter ^ 
& x , vel inter ^ & y , vel etiam inter tres £ , x , y , ex qua 
longitudo peqjendiculi QM= f pro quovis pundo Q in- 
notefcat. 

Cum autem aquatio inter f & x exprimat projedio- 
nem Curva GMHia plano BAD fadam , aquario autem 
inter ^ &y projedionem in plano C A D , atque aquatio inter 
tres variabiles y & x exhibeat Superficiem , in qua curva 
G M H verfetur : iranifcftum eft primum ex duabus projedio- 
nibus ejufdcm Cuna GMH in duobus planis fadis ipfam 
Curvam GM1I cognofci. Tum vero perfpicuum eft , fi de- 
tur Superficies , in qua Linea Curva GMH contineatur , atque 
pratcrea ejus projectio in quodam plano , pariter Curvam il- 
lam fore cognitam. Erigantur enim ex fingulis projedionis 
p undis reda normales QAf, quarum interfectio cum Superfi- 
cie definiet Curvam GMH quafitam. 

137. His p rami ilis , qua ad indolem cujufquc Curva non 
in eodem plano conftituta cognofcendam pertinent, non dif- 
ficile erit interfectionem duarum quarumvis Superficiorum de- 
finire. Quemadmodum enim interfedio duorum planorum eft 
Linea reda , ita interfedio duarum Superficicrum quarumvis 
erit Linea , five reda five curva ; hacque vel in eodem plano 
polita vel fecus. Utcunque autem fuerit comparata , fingula 
ejus punda ad utramque Superficiem pertinebunt , ideoque 
in aquatione utriufque Superficiei continebuntur. Quod fi 
ergo amba Superficies exprimantur aquationibus inter ternas 
Coordinatas , qua ad eadem tria plana principalia inter fe nor- 
malia feu ad eofdem tres Axes inter fe normales AB , AC 
& AD referantur , tum amba ifta aquationes conjunda na- 
turam interfedionis expriment. 

138. Propofitis ergo duabus Supcrficiebus fe mutuo fecan- 
tibus, uttiufque natura exprimi debet aquatione inter tres 
Coordinatas , qua ad eofdem Axes principales referantur : 
ficque habebuntur dua aquationes inter tres Coordinatas x , 
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y &{, ex quibus fi una eliminetur , aquatio inter binas Cap. vi, 
reliquas praebebit projedionem intcrfedionis in plano , quod “ 
his duabus Coordinatis conftituitur , fadac. Hoc igitur modo 
quoque interfedio cujufque Superficiei a plano fadae inveftigari 
poterit : cum enim aquatio generalis pro plano (it a.\ + j Zy + 
yx=f , fi in aquatione Superficiei loco 3 fubfiituatur ejus va- 

lor ex illa aquatione oriundus, nempe ^ C ^ y x , 

prodibit aquatio pro projedione interfedionis in plano Coor- 
dinatarum x &y fada. Simul vero aquatio ^ 

pro quovis pundo Q projedionis prabebit quantitatem per- 
pendiculi Q M ad ipfam interfedionem pertingentis. 

139. Quod fi eveniat ut aquatio pro projedione fiat im- 
pofiibilis, uti fi inveniretur xx + yy -\-aa = o; tum hoc erit 
indicium , ambas Superficies fe mutuo nufquam interfecare. 

Sin autem aquatio projedionis in unicum pundum deducat , 
l'eu , fi projedio in pundum evanefcat, tum ipfa quoque in- 
terfedio erit pundum , ideocjue amba Superficies fe mutuo in 
pundo contingent; qui concadus itaque ex aquatione cognofci 
poterit. Datur autem praterea contadus linearis , quando 
dua Superficies fe in infinitis ptindis contingunt ; Lineaque 
contadus vel erit reda vel curva. Reda fcilicet erit , fi pla- 
num tangat Cylindrum vel Conum : Conus redus autem a 
Globo intus tangetur per Peripheriam Circuli. Qui con- 
tadus ex aequatione cognofcentur , fi pro projedione ejufmodi 
prodierit aequatio , quae duas habeat radices aequales , propte- 
rea quod contadus nil aliud efi, nifi concurius duarum in- 
terfedionum. 

140. Ad h*c clarius explicanda ponamus Globum fecari a 
plano quocunque. Sumamus aequationem ad Centrum Globi 
accommodatam -f-yy + xx=aa, pro plano autem utcuu- 
que pofito haec habebitur aequatio 

=/ * 
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unde, cum fit ^ = - — - y — — ■ > fequens orietur aequatio 

inter x & y pro projedionc . 

o—ff «V 1 :fy + C )_y 1 -f - Xyzy + (** + >’) « j 

quam patet efle Ellipfin , fi quidem xquatio fuerit realis ; fm 
autem fuerit imaginaria Globus a plano nufquam tangetur : 
at, fi Ellipfisin pundum evanefcar, planum & Globus le mu- 
tuo tangent. Qui caius ut eruatur , quxratur 

C/ +g’) /* + *yf* (»* +y*)xx) 

•> — *‘+-C' 

ubi fi f ejufmodi habuerit valorem , ut quantitas radicalis 
nunquam fieri pofiit realis , nullus dabitur contadus , neque 1 
interfedio. 

141. Ponamus efTe f = a V ( + 3 ' + y' ) 

eritque 

c/ — eyr + gxy/ — (« +g'+y*)+«vaV — T 

y — ** + £■ » 

cui xquationi realiter fatisfieri nequit , nifi fit 


y a_ 






VC 


C a 


Quare , fi fuerit fa = V ( «•’ + + y' ) , planum , quod 

exprimitur aequatione otf -} - (Zy -{- y x=f. Globum tanget ; 
pundumque contadus habebitur , fi capiatur 


V + c , +>' 1 ) 5 y VC* * ~f~ ’ +■ y “1“5'‘) 


e a 


quorum valorum veritas per Geometriam dementarem , ubi 
contadus Sphaerae a plano docetur , comprobari poteft. 

141. Hinc igitur generalis regula deducitur, cujus ope 
cognofci poteft , utrum Superficies quaecunque a plano aliave 

fupcrficie 
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Superficie tangatur an non ? Eliminata enim ex ambabus aequa- Cap.VI. 
tionibus una variabili , videndum eft an aequatio refultans : 

refolvi poflit in Fadores fimplices an minus. Si enim habeat 
duos Fadores fimplices imaginarios , dabitur contadus in 
pundo , quod innotefcet ponendo utrumque Fadorem = o. 

Sin autem habeat duos Factores fimplices reales eofque inter 
fe aequales , Superficies fe mutuo fecundum Lineam redam 
tangent. Quod fi vero illa aquatio habeat duos Fadores non 
fimplices aquales ; feu , fi fuerit per quadratum divifibilis , 
tum ejus radix nihilo aqualis pofita exhibebit projedionem 
illius Linea , qua ex contadu oritur. Hinc quoque patet fi 
eadem illa aquatio quatuoi habuerit Fadores imaginarios , 
tum Superficies fe mutuo in duobus pundis contingere. 

143. Q uo h IC plenius explicentur , inveftigemus cor.tadum 
Coni & Globi cujus Centrum in Axe Coni fit pofitun. 
^Equatio pro Globo eft + yy + xx = aa . pro Cono au- 
tem , ( f — ^ )* = m x x + nyy , pofito quod Vertex Coni 
intervallo f a Centro Globi Iit remotus. Eliminemus hinc 
variabilem y , eritque 

(/ — {)’ == na a — «{{ + ( m — n) x x , 

pro projedione interfedionis in plano Coordinatarum x & 

Sit primum Conus redus , feu m = n , eritque 

7 = /d i V («(i-h»)«i nff) 

1 . TTn ' 

Quare , fi fuerit f= a V ( 1 + n ) , erit dupliciter { = 
y - ( , a _|_ n ) » ideoque contadus erit linearis ; fcilicet per Cir- 
culum , cujus projedio in plano per Axem tranfeunte eft Linea 
reda ad Axem normalis. 

144. Pro Cono autem fcaleno, ubi m, Scn fiint inaquales, 

«quatio inventa videtur lemper dare interfedionem , cum 

Euleri Introduci, in Anal. injin, Tom. 1 L D d d 
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tamen fxpius nulla exiftat. Semper enim , fi quidem m fuperet 
n , prodibit aequatio realis pro projectione interfeClionis : at 
vero notandum e(l realitatem projefliouis non feflipcr in- 
dicare interfectionem realem. Ut enim ipfa inierfedtio fit rea- 
lis non fufficir projectionem efTe realem , fed infuper per- 
pendicula a projectione ad interfectionem du< 5 hj realia elTe 
oportet. Quamvis igitur omnis Curva realis habeat quafvis 
projcCtiones reales ; tamen non vicifTim ex realitate pro- 
jeCtionis realitas ipfius Curvae , qua: quaeritur , concludi po~ 
teft. Haecquc cautela perpetuo 'probe eft adhibenda , ne rea- 
litate aequationum , quas pro projectionibus invenimus , abu- 
tamur. 

145. Hoc incommodum evitabimus , fi projectionem in 
plano Ordinatarum x & y quaeramus : quia enim in hoc plano 
nullum datur punctum , cui non punCtum in conica Superficie 
refpondeat , fi projeCtio in hoc plano fuerit realis , ipfa quoque 
interfeCtio erit realis. Cum igitur fit j = V( a a — xx — - 
yy), fiet ex altera aequatione 


f — V ( ^ a — xx — yy) = ^ (m kx nyy) 

fcu 

aa + ff — ( 1 +'»)** — (* + n)yy=i/V(«* — xx — yy) 


porroque 


(—//)■ 

(i-j-m)’ z ( 1 -j- m 


ff) — — fT) ? . , 7 

ff)™ S 1 - ff)n\ y = 1 

» ) ( 1 + «) x' y' + C t +n)V J 


unde fit 


a a ff - f n ( aa+ff) ( 1 + m) f 1 + n ) arr + 

U + n)' 

(lYn) V (n(i +n)aa — nff+(m — n)(i+n)x*) 

& 



i 
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*<* //*+»>( a a -\-f/ ) ( i + m ) ( » +n ) ,yy:K 

l 1 +«)* ' 

i +m)aa — mff+(ji—m)(l+m)yy)\ 


■ x . 


145. Ut igitur aequatio inventa habeat Fadores , oportet elTo 
vel Jf = ( 1 n) aa \c\ ff = ( 1 + m ) a a. Priori cafu fit 

naa ( 1 +m)xx , Z fx V ( m n ) 

i -| ~n — (i-f-n) VC‘ + «j * 

unde , fi fit m minor quam n , necefie eft ut fit x = o & y = 

± a V - ^r n , & { = y { Dantur er S° duo P undla 

contadus ab Axe Coni utrinque aequaliter diftantia. Sin autem 
fuerit m major quam n, fumi debet altera aequatio 


yv maa (»+n)jT , z fy\' ( n m) 

1-J-//1 — ( i-J-mj y 1 ’ 

quat realis efle nequit , nifi fit y = o; quo cafu fit x == 

± V 7^— i & { = yj-rF^T)' Hocc I llc er S° cafu dabl,n - 

tur duo alia contadus punda ; contadus enim exifiet in ea 
Coni parte , ubi elt ardifiimus. Simili itaque modo in lingu- 
lis cafibus contadus judicari debebit. 

147. Modus autem longe facilior determinandi plana tan- 
gentia- quarumcunque Supe:ficierum deduci potcll ex methodo 
inveniendi tangentes Linearum curvarum fupra tradita. Sit na- 
tura Superficiei, cujus plana tangentia quaerimus, exprella aequa- 
tione inter tres Coordinatas y lP=zx , PQ =y , & 
ex qua definiri oportet politionem plani Superficiem in pur.tco 
AI tangentis. Frimum igitur conlideramus fi Superficies se- 
cctur plano quocunque per pundum AI tranfeunte , fedio- 
nis inde ortae tangentem in pundo AI litam fore in piatio 
tangente. Quare , fi duarum hujufmodi fedionum tangentes 

Ddd 2 
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A>ptsp ' in pundo M invenerimus , planum quod his duabus redis tan-' 
gentibus definitur , ipfam Superficiem in pundo M contingere 
debere. 

14S. Sccctur ergo primum Superficies plano ad planum 
A P Q normalis , fecundum redam Q S parallelam Axi A P. 
Tum limili modo fiat fedio per pundum M pariter normalis 
ad planum AP Q , fed fecundum redam Q P Axi A P nor- 
malem ; fcu , prior fedio fit normalis ad Axem AB , pof- 
terior vero ad Axem AP. Sit Curva EM prior fedio , 
cujus quaeratur tangens MS redae QS in pundo S occurrens, 
ita ut fit QS fubtangens. Scdio pofierior fit Linea curva 
FM, cujus tangens fit reda MT & fubtangens QT. Qui- 
bus inventis planum S MT Superficiem in puitdo M tanget. 
Duda ergo S T dabit interfedionem plani tangentis cum 
plano A P Q ; atque , fi ex Q ad S T normalis ducatur QR , 
tum erit QR ad QS uti linus totus ad tangentem anguli 
MR Q , quo planum tangens ad planum AP Q inclinatur. 

149. Ponamus per methodum Tangentium fupra traditam 
inventas efie fubtangentes QS=s & QT=t ; erit PT= 
t — y , & P X = s — ~ ; unde fit AX = x ~jr — s. 
Innotefcit ergo hinc pundum X , in quo reda S T Axem 
AP trajicit : &, quia angulus AXS = TS Q , erit hujus 
anguli tangens = ~ , ex quo pofitio interfedionis plani tan- 
gentis cum plano APQ cognofcitur. Deinde , ob S T = 
V(ss + tr), erit QR — y ^ J P er < l uam ^ divida- 
tur QM prodibit tangens anguli inclinationis MRQ = 
^ V ( ss-\- tr) gj p 0rrQ 3( j jim normalis ducatur MN , 
erit htee cum ad planum tangens , tum ad ipfam Superficiem 
in pundo M normalis. Ejus ergo pofitio colligitur ex QN= x 

- 1 y ( . Demittatur ex N ad Axem AP \ perpen- 
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dicularis N V , ob angulum QN V = QS T , erit P V ’= Caf.VI.' 
^ = Q & -ZV ^ Quare , fi hoc modo definia- 

tur pofitio punfii N in plano A P Q, refla NAI erit normalis 
in Superficiem. 

150. Quemadmodum interfeftio duarum Superficierum per 
projeftiones indagari debet , fupra jam eft oftenfum. Inqui- 
ramus autem cujus ordinis futura fit projectio, pro ordine, 
ad quem Superficies referuntur. Ac primo quidem dua: Su- 
perficies primi ordinis , feu plan® , pro interfectione ejuf- 
que projeftione dant Lineam primi ordinis. Deinde quoque 
vidimus hanc projeftionem ultra fecundum ordinem afliirgere 
non pofle , fi altera Superficies fuerit primi ordinis altera 
fecundi. Simili modo manifeftum eft , fi altera Superficies fue- 
rit tertii ordinis altera primi , projeftionem tertium gradum 
non effe tranfgreftiiram & ita porro. Sin autem duae Lineat 
fecundi ordinis fe mutuo fecent , projcftio interfeftionis erit 
vel quarti ordinis vel inferioris ; atque generaliter fi altera 
Superficies fit ordinis m , altera ordinis n , interfeftionis pro- 
jeftio ad altiorem ordinem , quam qui numero m n indicatur , 
nunquam referetur. 

1 5 1 . Quando neutra Superficierum fe mutuo fecantium eft 
plana , plerumque feftio earum mutua eft Linea curva non in 
eodem plano conftituta. Hoc tamen non obftante fieri po- 
teft , ut tota feftio in eodem plano fit pofita ; id quod eve- 
niet fi ambae Superficierum aequationes junftini fumtae hujuf- 
modi aequationem { + $y + y x = J in fe compleftantur. 

Quod utrum eveniat , ex duabus tequationibus propofitis de- 
finiantur bins variabiles { & y per tertiam x , fiatque 7 =P & 
y = Q , exiftentibus P & Q Funftionibus ipfius x. Tum 
difpiciatur , an ejufmodi numerus n detur , ut in P + n Q 
omnes poteftates ipfius x fe mutuo tollant , praeter infimam x 
& terminos conftantes. Quod fi eveniat , fueritque P + 11 Q 
= m x -f- k , feftio erit in eodem plano , hocque planum 
indicabitur aequatione ^ + tiy = mx+k. 
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Appsnd. 


398 DE INTERSECTIONE DUARUM , &c. 

151. Sint, verbi gratia , propofitae fequentes duae Superfi- 
cies fecundi ordinis altera pro Cono reflo rj = xx + yy , 
altera pro Superficie fecundi generis elliptico - hyperbolica 
\ { = xx x yy — x a x — a a. Ex quibus cum fit xx + 
xy y — x a x — a a = x x + yy > erit y = (xax-\-aa) 
& { = x -f- a , qua: ultima aequatio jam indicat totam fc&io- 
nem in eodem plano elfe fitam , cujus pofitio determinetur 
aequatione x a. Hac igitur ratione plurim» quaeftiones 
ad naturam Superficierum pertinentes refolvi poterunt. Quae 
autem methodum hic expolitam tranfgrediuntur , eae Analyfm 
infinitorum requirunt , ad quam fcientiam haec t quae his libris, 
tradita funt , viam praeparant. 


FINIS . 


( 
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AVIS AU R E L I E U R. 


Toutes les XL Planches doivent et re mises ensemble a la fin d’un 
volume , sans faire attention au mot de pag. qui se trouve aux Tab. I. 

II. III. IV. 

Quoique toutes ces Plancbes apparticnnent au Tome II , on prie 
cependant le Relieur de les placer a la fin du Tome I , qui dtviendra 
par cc moyen plus e^al en grosse ur au Tome II; et le Lecteur pourra 
meme plus commodement s’en servir en lisaut le Tome II. 

MONITUM AD BIBLIOPECAM. 

Quadraginta Tabulae , quibus instructus est Liber hic , omnes ad calcem 
alterutrius voluminis ponantur , nulla habita ratione verbi pag. quod legitur 
in Tab. I. II. III. et IV. 

Quamquam ilice pertinent ad volumen secundum , tamen bene primo adji- 
cientur ; Jic enim amborum aequabitur magnitudo , & commoditati Lectoris 
consuletur. 


AVISO AL LEGATORE. 

/ > - 

Le quaranta Tavole di questo Libro devono tutte esser messe al fine 
d’uno dei due volumi , non guardando alia parola pag. , che si ltgge 
nelle Tavole I. II. III. IV. 

Sebbene tuite queste riguardano il Tomo secondo , cib non ostante sara 
ben fatto di metterle al fine dei Tomo primo. Cosi quel Tomo uguaglierk 
il secondo , ed il Lettore potrk meglio riguardare le fi gure leggendo il 
secondo volume. 

BERICHT AN DEN BUCHBINDER. 

Die 40 Kupfer lllvtter mussen alie r u Fndc eines Theils angebunden uer- 
den , ohne auf das ITort pag. , jo au/ denen 4 ersten Plaltcn vben auf gesto - 
chen worden , achtungfu geben. 

Obwohl alie diese Kupjer \u dem andern Theil gehoren , so ist es doch 
rathsamer solche dem ersten Theil aniu/Sgen ; damit auf so! che Il lise beyde 
Theile von gleic/ter Dicke feyen , und der Leser bcy Lcsung des 5 weieen dic 
Kupfer bequemer vor sicli luben > und nicht best.tndig herum blcettcrn moge. 
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